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SECTIONMATHEMATICS AND
PHYSICS

ON THE FOUR-POINTS BOUNDS FOR THE EFFECTIVE
CONDUCTIVITY OF MULTI-PHASE DISPERSIONS*

Kඋൺඌංආංඋ D. Tඌඏඒൺඍ඄ඈඏ

ABSTRACT: Bounds on the effective conductivity derived by using the Hashin-Shtrikman
variational principle are considered for dispersions of homogeneous spheres, which can have different,
random conductivity σp. Generally, the bounds contain two statistical parameters I

(3)
σ and I(4)σ involving

three- and four-points moments of conductivity field σ(x), respectively. The structure of this parameters
is investigated for such dispersions. It is turned out that I(3)σ is represented by the well-known geometrical
tree-points parameter ζ2 and another two-points geometrical parameter, but I(4)σ is represented with
two two-points and with one three- and one four-points geometrical parameters. For 2D dispersions the
four-points geometrical parameter is expressed by the parameter ζ2.

KEYWORDS: effective conductivity, random dispersions, variational bounds

ВЪРХУ ЧЕТИРИТОЧКОВИТЕ ГРАНИЦИ ЗА ЕФЕКТИВНАТА
ПРОВОДИМОСТ НАМНОГОФАЗНИ ДИСПЕРСИИ

Кฺส฻าึาฺ Д. Цฬ้฼ิุฬ

1 Увод
Разглеждаме дисперсия от хомогенни непресичащи се сфери със случайна проводи-

мост σp, разпределени случайно в неограничена матрица с проводимост σm, заемаща цялото
d-мерно евклидово пространствоRn, d = 2, 3. Връзката между плътността на електрическия
ток J(x) и електрическото поле E(x) в средата се дава от закона на Ом:

(1) J(x) = σ(x)E(x),

където σ(x) е случайното поле на проводимостта на средата. Предполагаме, че тя е статисти-
чески хомогенна и изотропна. Тогава ефективната проводимост σe на средата обикновено
се дефинира чрез равенството

(2) ⟨J(x)⟩ = σe ⟨E(x)⟩,

където скобите ⟨ ⟩ означават усреднение по ансамбъла от реализации на средата. Намирането
на σe е основна задача в теорията на композитните материали и е поставена в трудове на
класиците на съвременната наука, вж. например трактата на Максуел [1].

В общия случай ефективната проводимост σe зависи от пълното статистическо описа-
ние на средата. На практика, обаче, разполагаме само с информацията, давана от първите
няколко корелационни функции за средата. Ето защо единственото, което може да се нап-
рави строго и последователно, е получаването на граници за σe. Разглеждайки класическия
вариационен принцип

(3) W
[
Ê(·)

]
=

1

2
⟨σ(x)Ê(x) · Ê(x)⟩ −→ min
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върху пробни полета от вида

(4) Ê(x) = ⟨E⟩+ λ ⟨E⟩ ·
∫

∇∇G(x− y)σ′(y) dy,

където λ е скаларен параметър, Беран [2] получава горна граница за σe при d = 3, включваща
статистическия параметър

(5) I(3)σ =
1

⟨σ′3⟩

∫∫
G,ij(z)G,ji(w)Mσ

3 (z,w) dzdw,

зависещ от триточковия момент Mσ
3 (z,w) = ⟨σ′(0)σ′(z)σ′(w)⟩ на флуктуацията σ′(x) =

σ(x) − ⟨σ⟩ на полето σ(x); в (4) и (5) G(x) е фундаменталното решение на уравнението на
Лаплас, т.е. G(x) = 1/4π|x| при d = 3 и G(x) = − ln |x|/2π при d = 2. Ще отбележим
също, че тук и по-нататък участващите градиенти на G(x) се разглеждат като обобщени
функции. Полетата (4) при λ = 1/⟨σ⟩ представляват първите два члена от пертубационното
разлагане наE(x) за слабо хетерогенна среда. При d = 2 границите от този тип са получени
от Силнуцер [3].

Заедно с хетерогенната среда да разгледаме хомогенна неограничена среда с проводи-
мост σ0 и да въведем индуцираната поляризация

(6) P (x) = (σ(x)− σ0)E(x)

относно тази среда за сравнение. Полето P (x) се подчинява на вариационния принцип на
Хашин и Щтрикман [4], съгласно който функционалът

(7) U
[
P̂ (·)

]
= σ0 ⟨E⟩2 + ⟨2P̂ (x) · ⟨E⟩+ P̂ (x) · Ê

′
(x)− P̂ (x) · P̂ (x)/(σ(x)− σ0)⟩

е стационарен за истинското поле P (x) в хетерогенната среда и неговата стационарна стой-
ност Ust е Ust = σe ⟨E⟩2. При това Ust е минимум при σ(x) ≤ σ0 и максимум при σ(x) ≥ σ0.
В (7) ⟨E⟩2 = ⟨E⟩ · ⟨E⟩ и

(8) Ê
′
(x) =

1

σ0

∫
∇∇G(x− y) · P̂

′
(y) dy,

където P̂
′
(y) е флуктуацията на пробното поле P̂ (y).

Според (6) аналогът на пробните полета (4) на Беран са полетата

(9) P (x) = (σ(x)− σ0)

{
λ1⟨E⟩+ λ2⟨E⟩ ·

∫
∇∇G(x− y)σ′(y) dy

}
,

като сега вариационният принцип на Хашин-Щтрикман позволява да въведем скаларен па-
раметър и пред ⟨E⟩. При λ2 = 0 получаваме пробните полета P (x) = λ(σ(x) − σ0)⟨E⟩,
които при екстремизиране на U относно λ водят до получаване на граници за σe, които в
случая на двуфазна среда съвпадат с границите на Хашин иЩтрикман [4]. ЗаN -фазна среда
при N ≥ 3 тези автори получават по-добри граници за σe, разглеждайки λ като функция
на проводимостите σ1, . . . , σN на компонентите на средата. Разглеждането сега на функци-
онала U върху класа от пробни полета (9) при едновременно вариране на параметрите λ1 и
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λ2 ще доведе до намиране на граници за σe, включващи още статистически параметър I(4)σ ,
зависещ от четвъртия момент

(10) Mσ
4 (z,v,w) = ⟨σ′(0)σ′(z)σ′(v)σ′(w)⟩.

В случая d = 3 тези граници бяха изведени от автора в [5, 6] и разглеждани за дисперсия от
сфери с една и съща, неслучайна проводимост σp до ред ϕ2

p, където ϕp е обемната концентра-
ция на сферите в дисперсията. За дисперсии от сфери със случайна проводимост σp парамет-
рите I(3)σ и I(4)σ съдържат в сложна интегрална форма както статистиката на разпределение
на центровете на сферите (геометрията на средата), така и статистиката на разпределение на
проводимостта σp (материалните параметри на средата). Тук ще изследваме структурата на
параметрите I(3)σ и I(4)σ , отделяйки една от друга геометричната и материалната статистика.
За параметъра I(3)σ това вече по същество е направено от автора в [7, 8], където границите на
Беран и кластерните граници на Торкуато [9] се разглеждат под общ чадър. Изследването на
I
(3)
σ се свежда до разглеждането на два геометрични параметъра, единият от които съдържа
дву- и три-точковата, а другият само дву-точковата функции на разпределение на центровете
на сферите. Кактоще видим по-долу, положението с параметъра I(4)σ е значително по-сложно.

2 Четириточкови граници за ефективната проводимост
Рестрикцията U(λ1, λ2) на функционала (7) върху класа от пробни полета (9) е квадра-

тична форма на λ1 и λ2 :

(11) U(λ1, λ2) =
(
a0 + 2a1λ1 + 2a2λ2 + a11λ

2
1 + 2a12λ1λ2 + a22λ

2
2

)
⟨E⟩2,

където
a0 = σ0, a1 = ⟨σ⟩ − σ0, a2 = − 1

d
⟨σ′2⟩,

(12) a11 = − 1

d

⟨σ′2⟩
σ0

− (⟨σ⟩ − σ0), a12 =
1

d

{
1

σ0

[
⟨σ′3⟩I(3)σ + (⟨σ⟩ − σ0)⟨σ′2⟩

]
+ ⟨σ′2⟩

}
,

a22 =
1

d

{
1

σ0

[
⟨σ′4⟩I(4)σ − 2 (⟨σ⟩ − σ0)⟨σ′3⟩I(3)σ − (⟨σ⟩ − σ0)

2⟨σ′2⟩+ 1

d2
⟨σ′2⟩2

]
−
[
⟨σ′3⟩I(3)σ + (⟨σ⟩ − σ0)⟨σ′2⟩

]}
;

тук I(3)σ е статистическият параметър (5), появяващ се в горната граница на Беран, а

(13) I(4)σ =
1

⟨σ′4⟩

∫∫∫
G,ij(z)G,jk(w)G,ki(z − v)Mσ

4 (z,v,w)dzdvdw

е нов статистически параметър, който накратко коментирахме по-горе.
Екстримизирайки функцията U(λ1, λ2), получаваме

(14) extrU(λ1, λ2) = σe(σ0)⟨E⟩2,
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където

(15) σ
(4)
HS (σ0) = σ0 +

a1a2a12 − a21a22 − a22a11
a11a22 − a212

.

Съгласно вариационния принцип на Хашин и Щрикман величината σ(4)
HS (σ0) представлява

граница за ефективната проводимост σe : долна при σ(x) > σ0 и горна при σ(x) < σ0.
За двуфазна среда границите (15) са същите, получени от Фан-Тиен и Милтон [9], ко-

ито използват разлагането в ред на Фурие на пробните полета (9), разглеждайки среда с
периодична вътрешна структура при d = 3. За N -фазна среда при N ≥ 3 техните грани-
ци са по-добри, тъй като по същество те разглеждат λ1 и λ2 като функции на проводимос-
тите σ1, . . . , σN на компонентите на средата, въвеждайки общо 2N вариращи се параметъ-
ра. По този начин те получават граници за σe, съдържащи N2(N − 1)2/4 четириточкови и
N(N − 1)2/2 триточкови геометрични параметъра. Макар и по-слабо ограничителни, раз-
глежданите тук граници (15) се отнасят за произволна, не непременно дискретна случайна
среда. Както границите на Фан-Тиен и Милтон, така и тези граници (даже границите при
λ1 = 1 и λ2 = 1/⟨σ⟩) са граници от четвърти ред в смисъл, че за N -фазна среда те съвпадат
до ред δσa δσb δσc δσd, където δσs = σs − σq при фиксирано q, s = 1, . . . , N . В частност, за
двуфазна среда от границите (15) получаваме

(16)
σe
σ2

= 1 +
4∑

k=1

1

k!
Rk

(
σ1 − σ2
σ2

)k

+ o

((
σ1 − σ2
σ2

)4
)
,

с коефициенти R1 = ϕ1, R2 = −2ϕ1ϕ2/d и

(17) R3 =
6

d
(ϕ2

1ϕ2 − A), R4 = − 24

d3
[
ϕ2
1ϕ2(d

2ϕ1 − ϕ2)− d2(Y4 + 2ϕ1A)
]
,

къдетоA и Y4 са чисто геометрични параметри на средата, които са свързани с I(3)σ и I(4)σ чрез
равенствата

(18) ⟨σ′3⟩ I(3)σ = (σ2 − σ1)
3A, ⟨σ′4⟩ I(4)σ = (σ2 − σ1)

4 Y4

и се изразяват чрез моментите на индикаторната функция I2(x) за фаза 2 (равна на 1, ако x
лежи във фаза 2 и на 0, ако x лежи във фаза 1) чрез интегралите

(19) A =

∫∫
G,ij(z)G,ji(w)⟨I2(0)I2(z)I2(w)⟩ dzdw,

(20) Y4 =

∫∫∫
G,ij(z)G,jk(w)G,ki(z − v)⟨I2(0)I2(z)I2(v)I2(w)⟩ dzdvdw;

в (16) и (17) ϕ1 и ϕ2 = 1 − ϕ1 са обемните концентрации на двете фази с проводимости
съответно σ1 и σ2.

За двуфазна среда границите от четвърти ред са изведени отМилтон [10, 11] чрез изпол-
зване на аналитичен метод при условие, че са известниR3 иR4. КоефициентътR3 е известен
от триточковите граници на Беран:

(21) R3 =
6

d2
ϕ1ϕ2 [ϕ2 + (d− 1)ζ1] ,
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където ζ1 и ζ2 са добре изучени триточкови геометрични параметри, за които ζ1 = 1 − ζ2 и
0 < ζ2 < 1, вж. например [12]. Разглеждайки σe като функция на σ1 и σ2 и позовавайки се
на свойството σe(σ1, σ2)σe(σ2, σ1) = σ1σ2, което е в сила само при d = 2, Милтон [10, 11]
показва, че

(22) R4 = 3ϕ1ϕ
2
2 (1 + ϕ2)− 2R3(1 + 2ϕ2)

и по този начин получава в явна форма граници от четвърти ред за σe в двумерния случай,
изразяващи се само чрез ζ1 и ζ2. Позовавайки се на апроксимацията на Паде за реда на Браун,
Торкуато [13] извежда в друга форма същите тези граници за двуфазна среда.

Веднага се вижда, че от изразите за R3 в (17) и (21) можем да изразим геометричния
параметър A чрез ζ2:

(23) A =
1

d
ϕ1ϕ2 [(d− 1)(ζ2 − ϕ2) + ϕ1 − ϕ2] .

Имайки предвид изразите заR3 иR4 в (17), с помощта на равенството (22) можем да изразим
също четириточковия параметър Y4 чрез ζ2 при d = 2 :

(24) Y4 =
1

4
ϕ1ϕ2 [(ϕ1 − ϕ2)(4ϕ2 − 3ζ2)− ϕ1] .

Очевидно практическото приложение на границите (15) за конкретна случайна струк-
тура зависи от възможността за пресмятане на статистическите параметри I(3)σ и I(4)σ . Докато
за параметъра I(3)σ има съществен прогрес при пресмятането му за дисперсии от непресича-
щи се сфери с неслучайна проводимост (вж. например [12]), за параметъра I(4)σ няма опити
за неговото пресмятане за такива дисперсии при d = 3.

3 Статистическо описание на дисперсията
На всека сфера с център xj да съпоставим неговата проводимост σj . Така получаваме

системата {xj, σj} от маркирани случайни точкиxj , която може да се разглежда като система
от точки, случайно разпределени в областта Rd × Q, където Q = [0,+∞) е интервалът на
изменение на проводимостите σj . Да дефинираме случайното поле на плътността

(25) ψ(x, σ) =
∑
j

δ(x− xj)δ(σ − σj),

породено от системата {xj, σj}. Тази функция се дефинира чрез δ-функцията на Дирак и е
въведена от Стратонович [14] за немаркирана система от точки {xj}, случайно разпределени
върху права. Нейното обобщение за маркирани случайни точки {xj} с маркер радиуса aj на
сферата с център xj при дисперсии от сфери със случайни радиуси се въвежда от Христов
[15]. За дисперсии от сфери със случайни проводимости тази функция е въведена от автора
в [5, 16]. С помощта на функцията ψ(x, σ) случайното поле на проводимостта σ(x) може да
се представи във вида

σ(x) = σm + σ̃(x),(26)

σ̃(x) =

∫∫
(σ − σm)h(x− y)ψ(y, σ) dydσ,(27)
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където h(x) е характеристична функция на сфера с център в координатното начало.
Случайната функция на плътността ψ(y, σ) напълно определя дисперсията. Нейни-

те моменти могат да се изразят чрез съвместните многоточкови вероятностни плътности
Fn(y1, . . . ,yn;σ1, . . . , σn) на разпределение на центровете xj на сферите и техните проводи-
мости σj , n = 1, 2, . . .. По-долуще ни бъдат необходими изразите за първите четири момента,
които се дават от формулите

⟨ψ(y, σ)⟩ = F1(y;σ),

⟨ψ(y1, σ1), ψ(y2, σ2)⟩ = F1(y1;σ1)δ(y1,2)δ(σ1,2) + F2(y1,y2;σ1, σ2),

(28) ⟨ψ(y1, σ1), ψ(y2, σ2, ψ(y3, σ3)⟩ = F1(y1;σ1)δ(y1,2)δ(σ1,2)δ(y1,3)δ(σ1,3)

+ 3
{
δ(y1,2)δ(σ1,2)F2(y2,y3;σ2, σ3)

}
s
+ F3(y1,y2,y3;σ1, σ2, σ3),

⟨ψ(y1, σ1), ψ(y2, σ2, ψ(y3, σ3), ψ(y4, σ4)⟩
= F1(y1;σ1)δ(y1,2)δ(σ1,2)δ(y1,3)δ(σ1,3)δ(y1,4)δ(σ1,4)

+ 4
{
δ(y1,2)δ(σ1,2)δ(y1,3)δ(σ1,3)F2(y1,y4;σ1, σ4)

}
s

+ 3
{
δ(y1,2)δ(σ1,2)δ(y3,4)δ(σ3,4)F2(y1,y3;σ1, σ3)

}
s

+ 6
{
δ(y1,2)δ(σ1,2)F3(y1,y3,y4;σ1, σ3, σ4)

}
s
+ F4(y1,y2,y3,y4;σ1, σ2, σ3, σ4),

къдетоm { }s означава симетризация относно всичкитеm различни комбинации от индекси
в скобите, yi,j = yj − yi и σi,j = σj − σi, вж. [14, 15, 16].

Приемаме, че в дисперсията няма пространствени участъци, които да имат избирател-
ност към сфери с различни проводимости. Това означава, че статистиката на разпределение
на проводимостите σj на сферите е независима от тази на положенията им xj , т.е.
(29) Fn(y1, . . . ,yn;σ1, . . . , σn) = fn(y1, . . . ,yn)Pn(σ1, . . . , σn),

където fn(y1, . . . ,yn) са съвместните многоточкови вероятностни плътности на разпределе-
ние на центровете xj на сферите, а Pn(σ1, . . . , σn) са съвместните вероятностни плътности
на разпределение на техните проводимости σj , n = 1, 2, . . .. Ще приемем също, че тези про-
водимости са статистически независими, т.е.
(30) Pn(σ1, . . . , σn) = P (σ1) . . . P (σn),

където P (σ) е вероятностната плътност на проводимостта σ на сфера от дисперсията. Ще
отбележим още, че от предположената статистическа хомогенност на дисперсията следва, че
f1(y) = n, fk(y1,y2, . . . ,yk) = nkgk(y2−y1, . . . ,yk−y1), където n е средният брой центрове
на сфери в единица обем и gk(y1,2, . . . ,y1,k) са k-точковите функции на разпределение, k =
2, 3, . . ..

4 Статистическите параметри за дисперсията
Имайки предвид (26), да изразим четвъртия момент Mσ

4 (z,v,w) от (10) с моментите
на полето σ̃(x). Така получаваме

(31) Mσ
4 (z,v,w) = ⟨σ̃(0)σ̃(z)σ̃(v)σ̃(w)⟩

− ⟨σ̃⟩ [⟨σ̃(0)σ̃(z)σ̃(v)⟩+ ⟨σ̃(0)σ̃(z)σ̃(w)⟩+ ⟨σ̃(0)σ̃(v)σ̃(w)⟩+ ⟨σ̃(z)σ̃(v)σ̃(w)⟩]
+ ⟨σ̃⟩2 [⟨σ̃(0)σ̃(z)⟩+ ⟨σ̃(0)σ̃(v)⟩+ ⟨σ̃(0)σ̃(w)⟩

+ ⟨σ̃(z)σ̃(v)⟩+ ⟨σ̃(z)σ̃(w)⟩+ ⟨σ̃(v)σ̃(w)⟩]− 3⟨σ̃⟩4,
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където ⟨σ̃⟩ = (⟨σp⟩ − σm)ϕp. Позовавайки се сега на интегралната форма (27) на полето
σ̃(x), изразяваме неговите моменти чрез моментите на полето ψ(y, σ) и след това, използ-
вайки формулите (28) за тези моменти при предположенията (29) и (30), за статистическия
параметър I(4)σ получаваме

⟨σ′4⟩I(4)σ = (⟨σp⟩ − σm)
4
[
X

(4)
4 −X

(3)
3 +X

(2)
2 − 3X

(1)
1

]
ϕ4
p

+ (⟨σp⟩ − σm)
2⟨(σp − σm)

2⟩
[
X

(4)
3 −X

(3)
2 +X

(2)
1

]
ϕ3
p

+ (⟨σp⟩ − σm)⟨(σp − σm)
3⟩
[
X

(4)
2 −X

(3)
1

]
ϕ2
p(32)

+ ⟨(σp − σm)
2⟩2 X̃(4)

2 ϕ2
p + ⟨(σp − σm)

4⟩X(4)
1 ϕp ,

къдетоX(m)
n е изразът, съдържащв интегралнаформаn-тата корелационнафункция gn(y1, . . . ,yn),

който се получава при заместване на полето σ̃(x) вm-тите му моменти в (31),m,n = 1, . . . , 4.
Същият смисъл има и означението на израза X̃(4)

2 . Използвайки свойствата на функцията на
Грийн G(x) и нютоновия потенциал φ(x) =

∫
h(x − y)G(y)dy, за изразите X(m)

1 лесно на-
мираме

(33) X
(1)
1 = X

(4)
1 = − 1

d2
, X

(2)
1 = −d

2 + 2d+ 3

d2
, X

(3)
1 = −2(d+ 1)

d2
.

За изследването на границите (15) е удобно да подредим ⟨σ′4⟩ I(4)σ по степените на (⟨σp⟩−σm)
и моментите на случайната проводимост σp на сферите. Така получаваме представянето

⟨σ′4⟩ I(4)σ = (⟨σp⟩ − σm)
4 Y4 + (⟨σp⟩ − σm)

2⟨σ′2
p ⟩Y3 + (⟨σp⟩ − σm)⟨σ′3

p ⟩Y2

+ ⟨σ′2
p ⟩2 Ỹ2 −

1

d2
⟨σ′4

p ⟩ϕp,(34)

където

Y4 =
(
X

(4)
4 −X

(3)
3 +X

(2)
2 − 3X

(1)
1

)
ϕ4
p +

(
X

(4)
3 −X

(3)
2 +X

(2)
1

)
ϕ3
p

+
(
X

(4)
2 + X̃

(4)
2 −X

(3)
1

)
ϕ2
p +X

(4)
1 ϕp,

(35) Y3 =
(
X

(4)
3 −X

(3)
2 +X

(2)
1

)
ϕ3
p +

[
3
(
X

(4)
2 −X

(3)
1

)
+ 2 X̃

(4)
2

]
ϕ2
p + 6X

(4)
1 ϕp,

Y2 =
(
X

(4)
2 −X

(3)
1

)
ϕ2
p + 4X

(4)
1 ϕp, Ỹ2 = X̃

(4)
2 ϕ2

p.

От (34) веднага забелязваме, че за дисперсия с неслучайна проводимост σp на сферите е
в сила равенството ⟨σ′4⟩I(4)σ = (⟨σp⟩ − σm)

4 Y4, което сравнено с второто равенство в (18)
при σp = σ2 и σm = σ1 показва, че тук Y4 е същият четириточков геометричен параметър,
представен в (20). Така установихме, че пресмятането на параметъра I(4)σ се свежда до прес-
мятането на четири геометрични параметъра: четириточковия Y4, триточковия Y3 и двата
двуточкови Y2 и Ỹ2. Според (24) в двумерният случай на дисперсия от цилиндрични влакна
параметърът Y4 се изразява чрез триточковия параметър ζ2. Ще отбележим само, че даже и
тогава оставащите параметри Y2, Ỹ2 и Y3 се изразяват в по-сложна интегрална форма от съ-
ответните им геометрични параметри за параметъра I(3)σ . Ето защо се налага обмислянето на
числена процедура за тяхното пресмятане.
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