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SECTIONMATHEMATICS AND
PHYSICS

FOR MATRIX EQUATION X − A∗XA−B∗X−1B = I*

Aඒඇඎඋ A. Aඅං
ABSTRACT: In this paper we studi the matrix equation X − A∗XA − B∗X−1B = I .

Sufficient conditions for the existence of a positive definite solution have been obtained. An iterative
method is proposed to find a positive definite solution of the equation under consideration. It is proved
a convergence of the considered method. The theoretical results are illustrated by numerical examples.
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ЗА МАТРИЧНОТО УРАВНЕНИЕ X − A∗XA−B∗X−1B = I

Аำื฽ฺ А. Аีา
АБСТРАКТ: Втази работа изучавамематричното уравнениеX−A∗XA−B∗X−1B = I .

Получени са достатъчни условия за съществуване на положително определено решение. Пред-
ложен е итерационен метод за намиране на положително определно решение на разглежданото
уравнение. Доказана е сходимостта на този итерационен процес. Теоретичните резултати са
илюстрирани с числени примери.

1 Въведение
В тази статия разглеждаме матричното уравнение

(1) X − A∗XA−B∗X−1B = I,

където A и B са квадратни матрици, а I е единичната матрица.
В случай на B = 0, уравнението (1) се свежда до познатото уравнение на Стейн X −

A∗XA = I , а при A = 0, се свежда до добре изученото уравнение X − B∗X−1B = I
[2, 3, 4, 5, 6] и тяхната литература. За него е доказано, че винаги има положително определено
решение.

D.Gao [1] изследват уравнението

(2) X − A∗XpA−B∗X−qB = I (0 < p, q < 1).

В [1] е доказано, че уравнението (2) винаги има единствено положително определено реше-
ние и са предложени два итерацинни метода за получаване на това решение. През послед-
ните години обект на изследване са и уравнениятаX +A∗X−1A−B∗X−1B = I [13, 14, 18],
X + A∗X−1A+B∗X−1B = I [7, 8, 12], X +

∑m
i=1A

∗
iX

−1Ai = I [10, 11, 15, 16].
Мотивирани от работите [1, 3, 14, 18], в тази работа изследваме уравнението (1). По-

лучени са достатъчни условия за съществуването на положително определено решение на
това уравнение. Предложен е итерационен метод за намиране на положително определено
решение и е изследвана нейната сходимост. Накрая, с някои числени експерименти е илюс-
трирано теоретичното съдържание.
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Използвани са следните означения: A > 0(A ≥ 0), означава че A е ермитова положи-
телно определена (полуопределена) матрица; за N ≥ M > 0, с [M,N ] означаваме множест-
вото от матрици {X : M ≤ X ≤ N}; λ(C) e собствена стойност на n× n ермитова матрица
C; ρ(A) е спектралния радиус; и ∥A∥ е спектралната норма (∥A∥ =

√
ρ(A∗A)).

2 Основни резултати
Преди да изкажем основните резултати ще въведем една помощна лема, която ще из-

ползваме.

Лема 2.1. [17, Lemma 2.2.] Нека C иW са квадратни матрици.

1. ако ρ(C) < 1, тогава уравнението на СтейнX−C∗XC = W има единствено решение
P и P ≥ 0(P > 0), когатоW ≥ 0(W > 0)

2. ако има някаква матрица P > 0, такава, че P − C∗PC е положително определе-
на(полуопределена) матрица, то ρ(C) < 1(ρ(C) ≤ 1)

Нека въведем и докажем първия основен резултат в следната теорема

Теорема 2.1. Нека уравнението (1) има положително определено решение X . Тогава

(i) ρ(A) < 1,

(ii) ρ(X−1B) < 1,

(iii) X ≥ M , къдетоM е решение на уравнението X − A∗XA = I .

Доказателство:
Нека уравнение (1) има положително определено решениеX . Уравнение (1) записваме

по следния начин

(3) X − A∗XA = I +B∗X−1B.

За дясната страна на уравнение (3) при X > 0 имаме I + B∗X−1B > 0. От условие 2. на
Лема 2.1 за уравнението (3) следва, че ρ(A) < 1. При доказателството на (ii) използваме
аналогични разсъждения на горното.

От (1) получаваме

(4) X − (BX−1)∗X(X−1B) = I + A∗XA.

За дясната страна на уравнението (4) имаме I + A∗XA > 0. Отново от Лема 2.1 следва, че

ρ(X−1B) < 1.

Приналичие на положително определено решение на уравнение (1) доказахме, че ρ(A) <
1. Съгласно Лема 2.1 точка 1 при ρ(A) < 1 уравнението X − A∗XA = I има единствено ре-
шениеM > 0, което се задава с формулатаM =

∑∞
i=0(A

∗)iAi [17]. Разглеждаме

X − A∗XA = I +B∗X−1B
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За матричното уравнение X − A∗XA−B∗X−1B = I

и
M − A∗MA = I.

След почленно изваждане на горните уравнения получаваме

(5) (X −M)− A∗(X −M)A = B∗XB.

За дясната страна на уравнението (5) приX > 0 имаме B∗XB ≥ 0. Съгласно Лема 2.1 точка
1 имаме X ≥ M . �

Сега разглеждаме следния итерационен процес

(6)


X0 = I, Y0 = βI, β > 1

Xk+1 = I + A∗XkA+B∗Y −1
k B, k = 0, 1, . . .

Yk+1 = I + A∗YkA+B∗X−1
k B,

Теорема 2.2. Ако ∥A∥2 + ∥B∥2 < 1, то уравнението (1) има единствено положително оп-
ределено решение X . Освен това итерационния процес (6) за

β ≥ 1 + ∥B∥2

1− ∥A∥2

е сходящ към единственото положително определено решение X ∈ [I, βI].

Доказателство: За редиците {Xk} и {Yk}, генерирани от итерационния процес (6) има-
ме

X1 = I + A∗X0A+B∗Y −1
0 = I + A∗A+

1

β
B∗B ≥ I = X0

и
Y1 = I + A∗Y0A+B∗X−1

0 B = I + βA∗A+B∗B ≤ βI = Y0.

Разглеждаме разликата на Y1 и X1,

Y1 −X1 = βA∗A+B∗B − A∗A− 1

β
B∗B

= (β − 1)A∗A+ (1− 1

β
)B∗B ≥ 0

Следователно X0 ≤ X1 ≤ Y1 ≤ Y0. Нека Xk−1 ≤ Xk ≤ Yk ≤ Yk−1. Ще докажем, че Xk ≤
Xk+1 ≤ Yk+1 ≤ Yk. Разглеждаме

Xk+1 −Xk = A∗XkA+B∗Y −1
k B − A∗Xk−1A+B∗Y −1

k−1B

= A∗(Xk −Xk−1)A+B∗(Y −1
k − Y −1

k−1)B

≥ 0,

Yk − Yk+1 = A∗Yk−1A+B∗X−1
k−1B − A∗YkA−B∗X−1

k B

= A∗(Yk−1 − Yk)A+B∗(X−1
k−1 −X−1

k )B

≥ 0,
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Yk+1 −Xk+1 = A∗YkA+B∗X−1
k B − A∗XkA−B∗Y −1

k B

= A∗(Yk −Xk)A+B∗(X−1
k − Y −1

k )B

≥ 0.

Съгласно метода на математическата индукция редиците {Xk} и {Yk} са сходящи. Нека
limn→∞ Xn = X и limn→∞ Yn = Y . От (6) имаме

X = I + A∗XA+B∗Y −1B

Y = I + A∗Y A+B∗X−1B.

След почленно изваждане на двете уравнения, получаваме

Y −X = A∗(Y −X)A+B∗X−1(Y −X)Y −1B

и

∥X − Y ∥ ≤ ∥A∥2∥Y −X∥+ ∥X−1B∥∥Y −1B∥∥Y −X∥
≤ ∥A∥2∥Y −X∥+ ∥X−1∥∥B∥∥Y −1∥∥B∥∥Y −X∥
≤ (∥A∥2 + ∥B∥2)∥Y −X∥.

Тъй като (∥A∥2 + ∥B∥2) < 1, X ≡ Y . Следователно уравнението има решение.
Нека X и X̃ са две различни положително определени решения на уравнението (1).

Тогава

X = I + A∗XA+B∗X−1B,

X̃ = I + A∗X̃A+B∗X̃−1B,

X̃ −X = A∗(X̃ −X)A−B∗X−1(X̃ −X)X̃−1B.

От тук

(7) ∥X̃ −X∥ ≤ (∥A∥2 + ∥B∥2)∥X̃ −X∥.

Тъй като (∥A∥2 + ∥B∥2) < 1, X̃ ≡ X .
С това теоремата е доказана. �

3 Числени експерименти
В тази секция даваме някои примери, които илюстрират, че матричните редици {Xk}

и {Yk}, дефинирани от (6), са сходящи към единственото положително определено решение
X̂ на уравнението (1).

Разглеждаме
R(Xk) = ∥Xk − A∗XkA−B∗X−1

k B − I∥.
За стоп критерий използваме

∥Yk −Xk∥ ≤ 10−10.

Пример 3.1. Разглеждаме матричното уравнение (1) с

A =
1

56


1 5 3 2
−1 −6 3 4
−4 3 7 5
1 8 2 1

 , B =
1

70


7 9 6 8
7 5 8 3
9 8 6 7
11 5 9 3

 .
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За матричното уравнение X − A∗XA−B∗X−1B = I

Разглеждаме итерационния процес (6) с X0 = I и Y0 =
1+∥B∥2
1−∥A∥2 = 1.2256. За матриците

A и B имаме (∥A∥2 + ∥B∥2) = 0.2141 < 1. След 11 итерации по итерационния метод (6)
получаваме

X11 ≈ Y11 ≈


1.0592 0.0411 0.0349 0.0227
0.0411 1.0788 0.0450 0.0320
0.0349 0.0450 1.0641 0.0466
0.0227 0.0320 0.0466 1.0403


R(X11) = 4.7877e−11, R(Y11) = 4.8721e−11

R11 = 4.5543e−13.

Пример 3.2. Разглеждаме уравнение (1) с

A =
1

820


41 15 23 35 66
25 12 27 45 21
23 27 28 16 24
15 45 16 52 65
66 21 24 65 35

 , B =
1

830


23 21 23 25 32
21 45 60 42 33
23 24 34 18 17
13 42 18 44 30
32 33 26 30 26

 .

Разглеждаме итерационния процес (6) с X0 = I и Y0 =
1+∥B∥2
1−∥A∥2 = 1.1454. За матриците

A и B е изпълнено (∥A∥2 + ∥B∥2) = 0.1387 < 1. След 9 итерации по итерационния процес
(6) получаваме

X9 ≈ Y9 ≈


1.0154 0.0107 0.0177 0.0174 0.0151
0.0107 1.0137 0.0173 0.0161 0.0148
0.0177 0.0173 1.0826 0.0216 0.0218
0.0174 0.0161 0.0216 1.0242 0.0209
0.0151 0.0148 0.0218 0.0209 1.0224


R(X9) = 8.2086e−12, R(Y9) = 8.2086e−12,

R9 = 2.2219e−16.
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