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1. Въведение 
Разглеждаме нелинейното матрично уравнение 

 

където , ,  и  е ермитова положително определена матрица,  е 

множеството на всички  комплексни матрици, а  е означение за комплексно 

спрегната и транспонирана матрица на матрицата . Търсеното решение  на уравнението 

(1) е също ермитова положително определена матрица. 

Уравнението (1) може да се сведе до вида  

 

където  е единичната матрица. 

За първи път уравнение (2) е разгледано от Лонг и др.[1]. По-късно е изследвано от 

Попчев и др. [2] и са получени локални и нелокални пертурбационни оценки. Хасанов и 

Али[3] изследват реда на сходимост на три итерационни матода за уравнението (2). Хи и 

Лонг [4] и Дуан и др. [5] разглеждат по-общото уравнение , а Лиу и 

Чен [6] изследват уравнението . 

В случай на , уравнението (1) се свежда до уравнението , 

което е изучавано интензивно през последните три десетилетия. Изследванията са 

насочени към: намирането на необходини и достатъчни условия за съществуването на 

положително определено решение и неговите свойства [7, 8, 9]; методи за намиране на 

положително определено решение [10, 11, 12] и пертурбационен анализ [13, 14]. 

Ксю [13] прави пертурбационен анализ на максималното решение на 

уравнението  и дава оценка, зависеща само от матричните коефициенти 

,  и техните смущения. Следвайки идеите на Ксю ние обобщаваме резултата за 

максималното решение на уравнението (1). Освен това обобщена е и оценката на Дуан 

и др. [5] при произволна дясна част  в случая на . Получени са границите на 

смущенията (пертурбациите) на матричните коефициенти, при които пертурбираното 

уравнение има положително определено решение. Резултатите са сравнени с тези на 

Попчев и др. [2] и Дуан и др. [5]. 
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Една положително определена матрица , която е решение на едно матрично 

уравнение ще наричаме максимално, ако  за всяко положително определено 

решение  на уравнението, където  означава, че матрицата  е положително 

полудефинитна. В статията ще използваме още означенията , за ермитова 

положително определена (полуопределена) матрица . С  означаваме спектралната 

норма на матриците. 

2. Предварителни резултати 

В тази секция представяме някои предварителни резултати. 

Лема1[1] Ако , тогава уравнението (2) има единствено 

положително определено решение .  

От доказателството на Теорема 3.1 в [1] става ясно, че решението в  при 

условията на Лема1 е максимално положително определено решение . Следователно  

 

Ще обобщим Лема1 за уравнение (1).   

Лема2 Ако , то максималното решение  на 

матричното уравнение (1) съществува и удовлетворява  

 

Доказателство: Доказателството е аналогично на [13, Лема 2.3, Лема 2.4].  

Попчев и др. [2] дават локални и глобални пертурбационни оценки на положително 

определено решение на уравнението. Ще опишем някои означения използвани от Попчев 

и др. [2] за представяне на техния резултат (нелокална оценка). Ще се ограничим само с 

представянето на нелокалната оценка, тъй като при локалните оценки не са известни 

какви са границите на смущения на матричните коефициенти. Общ недостатък при 

оценките на Попчев и др. [2] е, че не е ясно дали оценката е за смущенията на 

максималното решение на разглежданото уравнение. 

Нека  и  са съответно положително определени решения на и съответното 

пертурбирано уравнение. Освен това  
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където  е пермутационна матрица,  означава Кронекерово произведение, 

 е локална пертурбационна оценка. За повече подробности вижте [2]. Означението 

 е норма на Фробениус. 

Теорема 2.1. [2, Теорема 2] За  нелокалната пертурбационна граница  на 

уравнението (2) съществува и .  

Дуан и др. [5]  изследват уравнението  

 
и получават пертурбационна оценка на максималното положително определено решение. 

 

Теорема 2.2. [5, Теорема 3.1] Нека  са пертурбираните матрици на 

матричните коефициенти , , ,  на уравнението (4) и 

. Ако  

 
тогава уравнението (4) и съответното пертурбационно уравнение имат максимални 

положителни решения съответно  и , които удовлетват 

  

 

3. Пертурбационен анализ 
Разглеждаме уравнението (1) и съответното му пертурбирано уравнение  

 
където , ,  и . 

Следващият резултат е обобщение на оценката на Дуан (за уравнение (4) при ) 

за произволна дясна част  на уравнението (1). 

Теорема 3.1 Ако за матричните коефициенти на уравненията (1) и (6) са изпълнени 

условията:   

(i) ;  

(ii) ;  

(iii) ,  

тогава максималните решения  и  съответно на (1) и (6) съществуват и  
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където .   

Доказателство: Ще покажем, че  

 
  

 
От тъждеството  и условие (ii) имаме  

 

 

Следователно  

 
Оттук и условие (i) получаваме  

 
Следователно дясната страна на неравенството в (iii) е положително число. 

От (iii) имаме  

 
Следователно от (i), (9) и Лема 2 следва, че максималните решения  и  

съответно на уравненията (1) и (6) съществуват и  

 
 

 
 

От разликата на тъждествата  

 

получаваме  

(12)  

Нека  

 

От (10) и (11) получаваме  
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 откъдето    

Следва аналогичен резултат на Ксю за по-общото уравнение (1). 

Теорема 3.2 Ако за матричните коефициенти на уравненията (1) и (6) са изпълнени 

условията:   

(i) ;  

(ii) ;  

(iii) ;  

(iv) ,  

тогава максималните решения  и  съответно на ((1) и (6)  съществуват и  

 

 

където .   

Доказателство: От условие (i) и Лема 2 следва, че максималното положително 

определено решение  на уравнението (1) съществува и . 

Ще покажем, че  и . 

От условие (iv) имаме (вижте в доказателството на предната теорема)  

 
Оттук и условие (ii) получаваме  

 

По аналогичен начин от условие (iii) и (15) следва  

Следователно от Лема 2 и  
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заключаваме, че максималното решение  на уравнението (6) съществува и е в сила 

неравенството. . 

Освен това от неравенство (15) имаме , откъдето 

получаваме  

 
 

а от (16) и  имаме  

 

За максималните решения  и  разглеждаме уравнение (12) и въведените 

означения  и  на лявата и дясната част съответно. Като използваме частично 

резултатите от предната теорема, неравенства (17) и (18) получаваме  

 
 откъдето  

От (i) и Лема 2 следват неравенствата ,  и , откъдето 

получаваме и .     

 

4. Числени експерименти 

 В тази секция илюстрираме постигнатите резултати в Теорема 1. за максималното 

положително решение на (1). 

Пример 1 Разглеждаме уравнение (1) с матрици  

  

  

и смущения на коефициентите  и , където  и  са 

съответно матрица и число генерирани с функцията  на .   
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Максималното решение на уравнение (1) при  и комутиращи се матрици  и  

може да се пресметне по формулата . Такива са 

свойствата на матричните коефициенти в Пример 1, както и кофицентите на 

пертурбираното уравнение. 

В Таблица 1 са дадени резултатите от експериментите за Пример 1. В случая на 

 понеже условията (i) на Теорема 3.2 не са изпълнени, оценките са отбелязани с "*". 

Оценките на Попчев и др. [2] са най-близки съответно до истинската грешка, но при тях се 

изисква информация за решението на изходното уравнение. Макар да има минимална 

разлика нашата оценка в Теорема 3.1 е по-добра от тази на Дуан и др. [5]. 

 

Пример 2 Разглеждаме уравнение (1) с коефициенти . 

 

Таблица 1: Резултати за Пример 1 

  j   1   2   3   4   5  

k=1 

       

 (3)      

 (5)      

 (7)      

 (13)  *   *   *   *   *  

 (14)  *   *   *   *   *  

k=2 

       

 (3)      

 (5)      

 (7)      

 (13)   4    

 (14)      

 

и , където  и съответни смущения  

  

където ,  и  са произволни матрици, получени с функцията  на .   

 
Таблица 2: Резултати за Пример 2 

j 1 2 3 4 5 
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В Таблица 2 са дадени резултатите от експериментите за Пример 2. За този пример 

оценките на Попчев и др. [2] и Дуан и др. [5] не са приложими, т.к. те са за случай на 

. 
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