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ABSTRACT: In this paper a complete analysis to the presentations of the

fundamental matrix in all of the possible mutual position of the baseline and the two

projection planes has been made. As a result, the canonical form of the fundamental matrix

is obtained. This is a presentation, in which the fundamental matrix, up to scale, has

elements of integers and minimal Frobenius' norm. The canonical coordinate systems, in

which this form is obtained, are also constructed. The additional properties of the plane

a�ne coordinate systems are determined.
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1 Óâîä â åïèïîëàðíàòà ãåîìåòðèÿ

1.1 Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

Íåêà èìàìå äâå öåíòðàëíè ïðîåêöèè Π1 = (C1, π1) è Π2 = (C2, π2), êúäåòî C
1, C2 ñà

äâàòà ðàçëè÷íè ïðîåêöèîííè öåíòúðà, à π1 è π2 ñà ïðîåêöèîííèòå ðàâíèíè (Ôèãóðà
1). Àêî M ∈ E3 å ïðîèçâîëíà òî÷êà, ðàçëè÷íà îò C1 è C2, à M1 = (C1 ∨ M)

⋂
π1,

è M2 = (C2 ∨ M)
⋂
π2 ñà öåíòðàëíèòå é ïðîåêöèè â π1 è π2, òî (M1,M2) e äâîéêà

ñúîòâåòíè òî÷êè.
• ïðàâàòà (C1 ∨ C2) ñå íàðè÷à áàçîâà ïðàâà;
• ïðîáîäèòå íà áàçîâàòà ïðàâà ñ ïðîåêöèîííèòå ðàâíèíè ñå íàðè÷àò åïèïîëàðíè òî÷êè
� E1 = (C1 ∨ C2)

⋂
π1 è E2 = (C1 ∨ C2)

⋂
π2, êîèòî ìîæå äà ñà êðàéíè èëè áåçêðàéíè

òî÷êè.
• åïèïîëàðíà ðàâíèíà å âñÿêà ðàâíèíà, ñúäúðæàùà áàçîâàòà ïðàâà;
• åïèïîëàðíè ïðàâè ñà ïðåñå÷íèöèòå íà åïèïîëàðíà ðàâíèíà ñ ïðîåêöèîííèòå ðàâíèíè.

Àêî M1 ∈ π1 å ïðîèçâîëíà òî÷êà (M1 6= E1), òî åïèïîëàðíàòà ðàâíèíà γ, ñú-
äúðæàùà òî÷êè C1, C2 è M1, ïðåñè÷à ïðîåêöèîííàòà ðàâíèíà π2 â åïèïîëàðíà ïðàâà

∗Ñòàòèÿòà å ÷àñòè÷íî ôèíàíñèðàíà îò ôîíä "Íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ" íà ØÓ ïî ïðîåêò � ÐÄ-08-
102/05.02.2016
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Ôèãóðà 1: Öåíòðàëíî ïðîåêòèðàíå îò äâà öåíòúðà.

m2 = γ
⋂
π2. Taêa ñå îïðåäåëÿ êîðåëàöèÿ F, êîÿòî íà ïðîèçâîëíà òî÷êà M1 ∈ π1 ñúïîñ-

òàâÿ åïèïîëàðíà ïðàâà m2 ∈ π2. Aëãåáðè÷íî òàçè êîðåëàöèÿ ñå èçðàçÿâà ÷ðåç ôóíäà-
ìåíòàëíàòà ìàòðèöà F ([1], [3], [4]), êîÿòî ïðåîáðàçóâà âåêòîð-ñòúëáà M1 îò õîìîãåííè
êîîðäèíàòè íà òî÷êàM1 â òðàíñïîíèðàíèÿ âåêòîð-ñòúëá m2

T , ñúïîñòàâåí íà åïèïîëàð-
íàòà ïðàâà m2, èëè FM1 = m2

T , êàòî êîîðäèíàòèòå ñà ñïðÿìî ïðîèçâîëíè êîîðäèíàòíè
ñèñòåìè â äâåòå ðàâíèíè.

1.2 Ñâîéñòâà íà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F

1. M2
TFM1 = 0, êúäåòî M1 è M2 ñà êîîðäèíàòíèòå âåêòîðè íà äâîéêàòà ñúîòâåòíè

òî÷êè (M1,M2).
2. Ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà ìîæå äà áúäå îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë.
3. F′ = FT , êúäåòî F′ : π2 → π1 å êîðåëàöèÿ, àíàëîãè÷íà íà îïèñàíàòà F : π1 → π2 è
ñúîòâåòíèòå èì ôóíäàìåíòàëíè ìàòðèöè ñà F′ è F.
4. ßäðîòî íà F å åïèïîëàðíàòà òî÷êà. (FE1 = 0,F′E2 = 0), êúäåòî 0 å 3 × 1 íóëåâ
âåêòîð.

2 Êàíîíè÷íà ôîðìà íà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà

Ðàçãëåæäàíèÿòà â íàñòîÿùàòà ñòàòèÿ âîäÿò äî íàìèðàíå íà òàêèâà àôèííè êîîðäè-
íàòíè ñèñòåìè â äâåòå ïðîåêöèîííè ðàâíèíè, ñïðÿìî êîèòî ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà,
îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë è ñ åëåìåíòè öåëè ÷èñëà, èìà ìèíèìàëíà íîðìà íà
Ôðîáåíèóñ.

Íåêà γ è γ′ ñà äâå ðàçëè÷íè åïèïîëàðíè ðàâíèíè, êàòî a1 = γ
⋂
π1, b1 = γ′

⋂
π1,

a2 = γ
⋂
π2, b2 = γ′

⋂
π2. Íÿêîè îò òåçè ïðàâè ìîãàò äà áúäàò áåçêðàéíè ïðàâè.
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2.1 Äâå êðàéíè åïèïîëàðíè òî÷êè

Òåîðåìà 1. Äâåòå åïèïîëàðíè òî÷êè ñà êðàéíè (Åâêëèäîâè) òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî ñúùåñòâóâàò ðàâíèííè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2

â π2, òàêèâà ÷å ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F ñïðÿìî òÿõ (ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë)
å

(1)

 0 1 0
−1 0 0

0 0 0

 èëè

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 .
Äîêàçàòåëñòâî: Â [2] å äîêàçàíî, ÷å ïúðâàòà ôîðìà íà (1) ñå ïîëó÷àâà ïðè ðàâíèííè
êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2 â π2, êàòî:

• O1 ≡ E1, O2 ≡ E2;
• îñèòå x1 è x2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå a1 è a2;
• îñèòå y1 è y2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå b1 è b2.
Íåêà åäèíè÷íà òî÷êà çà àôèííàòà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà O1x1y1 å ïðîèçâîëíà òî÷êà
U1 ∈ π1, íå ëåæàùà âúðõó x1 è y1. Åïèïîëàðíàòà ðàâíèíà (C1, C2, U1) ïðåñè÷à ïðîåêöè-
îííàòà ðàâíèíà π2 â åïèïîëàðíà ïðàâà u2. Íåêà åäèíè÷íà òî÷êà çà àôèííàòà êîîðäè-
íàòíà ñèñòåìà O2x2y2 å ïðîèçâîëíà òî÷êà U2 ∈ u2, íå ëåæàùà âúðõó x2 è y2. Ïðè òàêúâ
èçáîð íà åäèíè÷íèòå òî÷êè çà äâåòå êîîðäèíàòíè ñèñòåìè òå ñà äâîéêà ñúîòâåòíè òî÷êè.

Àíàëîãè÷íî ïðè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τC2 = O2x2y2 â π2, çà
êîèòî:
• O1 ≡ E1, O2 ≡ E2;
• îñèòå x1 è y2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå a1 è a2;
• îñèòå y1 è x2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå b1 è b2
è ñúùèÿ èçáîð íà åäèíè÷íè òî÷êè, ñå ïîëó÷àâà âòîðàòà ôîðìà íà ôóíäàìåíòàëíàòà
ìàòðèöà îò (1).

Îáðàòíî. Íåêà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà å â íÿêîÿ îò ôîðìèòå íà (1). ×ðåç ïðî-
âåðêà â FE1 = 0 è FTE2 = 0 ïîëó÷àâàìå, ÷å åïèïîëàðíèòå òî÷êè E1 è E2 ñà êðàéíè
òî÷êè.

Ñëåäñòâèå 1. Êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τC2 = O2x2y2 â π2 ìîãàò
äà áúäàò èçáðàíè äà ñà îðòîãîíàëíè.

Äîêàçàòåëñòâî:

I ñëó÷àé. Íåêà π1 ≡ π2 èëè π1||π2. Èçáèðàìå äâå îðòîãîíàëíè ïðàâè a1, b1 ∈ π1, ìè-
íàâàùè ïðåç E1. Ðàçãëåæäàìå γ = (a1, C

1, C2) è γ′ = (b1, C
1, C2). Òîãàâà a2 ≡ a1, èëè

a2||a1. Àíàëîãè÷íî è çà ïðàâèòå b1 è b2.
II ñëó÷àé. Íåêà π1

⋂
π2 = g è σ å ñèìåòðàëíàòà ðàâíèíà íà îòñå÷êàòà C1C2.

• Àêî σ
⋂
g = T , òî |C1T | = |C2T |. Íàìèðàìå òî÷êè A? è B? îò ïðàâàòà g, òàêèâà

÷å |TA?| = |TB?| = |C1T | è ðàçãëåæäàìå ïðàâèòå a1 = (E1 ∨ A?), b1 = (E1 ∨ B?),
a2 = (E2 ∨ A?), b2 = (E2 ∨B?).
• Àêî g ∈ σ, òî òî÷êà T îò ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò g.
• Àêî g||σ, òî g ⊥ (C1 ∨ C2). Ðàçãëåæäàìå åïèïîëàðíèòå ðàâíèíè γ||g è γ′ ⊥ g.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè π1 ≡ π2 èëè π1||π2 äâåòå êîîðäèíàòíè ñèñòåìè ìîãàò äà áúäàò
èçáðàíè îðòîíîðìèðàíè.
Ïðè π1

⋂
π2 åäíàòà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ìîæå äà áúäå èçáðàíà îðòîíîðìèðàíà, à

äðóãàòà äà å îðòîãîíàëíà è íîðìèðàíà ïîíå ïî åäíàòà îñ.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåäâà îò èçáîðà íà åäèíè÷íèòå òî÷êè çà êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè.
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2.2 Êðàéíà è áåçêðàéíà åïèïîëàðíè òî÷êè

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ îò Ôèãóðà 2, êîãàòî áàçîâàòà ïðàâà (C1 ∨ C2) ïðåñè÷à π1 è å
óñïîðåäíà íà π2. Òîãàâà E1 å êðàéíà òî÷êà, à E2 å áåçêðàéíà òî÷êà.

Ôèãóðà 2: Êðàéíà è áåçêðàéíà åïèïîëàðíè òî÷êè - ïúðâà ôîðìà íà (2).

Òåîðåìà 2. Åïèïîëàðíàòà òî÷êà E1 â π1 å êðàéíà, à åïèïîëàðíàòà òî÷êà E2 â π2 å
áåçêðàéíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâàò ðàâíèííè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè
τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2 â π2, òàêèâà ÷å ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F ñïðÿìî

òÿõ (ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë) å â íÿêîÿ îò ñëåäíèòå ôîðìè:

(2)

 0 0 0
1 0 0
0 −1 0

 èëè

 1 0 0
0 0 0
0 −1 0

 èëè

 0 1 0
0 0 0
−1 0 0

 èëè

 0 0 0
0 1 0
−1 0 0

 .
Äîêàçàòåëñòâî: Ðàçãëåæäàìå îïèñàíèòå â íà÷àëîòî ðàçëè÷íè åïèïîëàðíè ðàâíèíè γ
è γ′ êàòî γ å ïðîèçâîëíà, ïðåñè÷àùà è äâåòå ïðîåêöèîííè ðàâíèíè, à γ′||π2. Òîãàâà
ïðàâèòå a1 = γ

⋂
π1, a2 = γ

⋂
π2 è b1 = γ′

⋂
π1 ñà êðàéíè ïðàâè, à b2 = γ′

⋂
π2 å

áåçêðàéíà ïðàâà. Ôîðìèðàìå êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ
C
2 = O2x2y2 â

π2:
• O1 ≡ E1, O2 ∈ a2 å ïðîèçâîëíà òî÷êà;
• îñèòå x1 è x2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå a1 è a2;
• îñòà y1 ëåæè âúðõó ïðàâàòà b1, à y2 å ïðîèçâîëíà ïðåç O2.
Èçáîðúò íà åäèíè÷íèòå òî÷êè å êàêòî â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 1.

Ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ ùå íàìåðèì ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F = [fij]i,j=1,2,3.

Îò E1 = (0, 0, 1)T è FE1 = 0 ïîëó÷àâàìå f13 = f23 = f33 = 0. Àíàëîãè÷íî îò
E2 = (1, 0, 0)T è FTE2 = 0 íàìèðàìå f11 = f12 = f13 = 0. Íà ïðîèçâîëíà òî÷êà A1 ∈ x1
ñ âåêòîð-ñòúëá îò õîìîãåííè êîîðäèíàòè A1 = (xA1 , 0, 1)T ñúîòâåòñòâàùàòà åïèïîëàðíà
ïðàâà å x2 ñ óðàâíåíèå y2 = 0. Òîãàâà èìàìå FA1 = tA1(0, 1, 0) (tA1 6= 0), èëè åêâèâàëåí-
òíî (0, f21xA1 , f31xA1) = tA1(0, 1, 0) çà âñÿêî xA1 , êîåòî íè äàâà f31 = 0.

Àíàëîãè÷íî íà ïðîèçâîëíà òî÷êà B1 ∈ y1 ñ âåêòîð-ñòúëá îò õîìîãåííè êîîðäè-
íàòè B1 = (0, yB1 , 1)T ñúîòâåòñòâàùàòà åïèïîëàðíà ïðàâà å áåçêðàéíàòà ïðàâà íà π2 ñ
óðàâíåíèå w2 = 0, èëè f22 = 0.

Òúé êàòî åäèíè÷íèòå òî÷êè U1 è U2 ñà äâîéêà ñúîòâåòíè òî÷êè, òî îò U2
TFU1 = 0

ïðè U1 = (1, 1, 1)T è U2 = (1, 1, 1)T íàìèðàìå, ÷å f21 = −f32.
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Òàêà ïîëó÷èõìå ïúðâàòà ôîðìà íà (2) çà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà.
Àêî ôîðìèðàìå êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2 â π2 êàòî:

• O1 ≡ E1, O2 ∈ a2 å ïðîèçâîëíà òî÷êà;
• îñòà x1 ëåæè âúðõó ïðàâàòà a1, à y2 å âúðõó a2;
• îñòà y1 ëåæè âúðõó ïðàâàòà b1, à x2 å ïðîèçâîëíà ïðåç O2

è ñúùèÿ èçáîð íà åäèíè÷íè òî÷êè, òî àíàëîãè÷íî ñå ïîëó÷àâà âòîðàòà ôîðìà íà (2).
Ïðè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2 â π2, çà êîèòî:

• O1 ≡ E1, O2 ∈ a2 å ïðîèçâîëíà òî÷êà;
• îñèòå y1 è y2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå a1 è a2;
• îñòà x1 ëåæè âúðõó ïðàâàòà b1, à x2 å ïðîèçâîëíà ïðåç O2

è ñúùèÿ èçáîð íà åäèíè÷íè òî÷êè, òî ùå ïîëó÷èì òðåòàòà ôîðìà íà (2).
Ïîñëåäíàòà ôîðìà íà (2) ñå ïîëó÷àâà ñïðÿìî êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè:

• O1 ≡ E1, O2 ∈ a2 å ïðîèçâîëíà òî÷êà;
• îñòà y1 ëåæè âúðõó ïðàâàòà a1, à x2 å âúðõó a2;
• îñòà x1 ëåæè âúðõó ïðàâàòà b1, à y2 å ïðîèçâîëíà ïðåç O2

è ñúùèÿ èçáîð íà åäèíè÷íè òî÷êè.
Îáðàòíî. Íåêà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà å â êîÿ äà å ôîðìà íà (2). ×ðåç ïðîâåðêà

â FE1 = 0 è FTE2 = 0 ïîëó÷àâàìå, ÷å åïèïîëàðíàòà òî÷êà E1 å êðàéíà, à E2 å áåçêðàéíà.

Ñëåäñòâèå 3. Êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τC2 = O2x2y2 â π2 ìîãàò
äà áúäàò èçáðàíè äà ñà îðòîãîíàëíè.

Äîêàçàòåëñòâî: Èçïîëçâàíàòà â äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà åïèïîëàðíà ðàâíèíà
γ′||π2 å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà, à ñúùî è ïðàâàòà b1 = γ′

⋂
π1. Èçáèðàìå ïðàâà

a1 ∈ π1, ìèíàâàùà ïðåç E1 è ïåðïåíäèêóëÿðíà íà b1. Ðàçãëåæäàìå γ = (a1, C
1, C2).

Âúðõó ïðàâàòà a2 = γ
⋂
π2 ëåæè åäíàòà îñ íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â π2, à äðóãàòà îñ

å ïðîèçâîëíà.

Ñëåäñòâèå 4. Åäíàòà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ìîæå äà áúäå èçáðàíà îðòîíîðìèðàíà, à
äðóãàòà äà å îðòîãîíàëíà è íîðìèðàíà ïîíå ïî åäíàòà îñ.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåäâà îò èçáîðà íà åäèíè÷íèòå òî÷êè çà êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè.
Íà êîðåëàöèÿòà F′, êîÿòî íà ïðîèçâîëíà òî÷êà M2 ∈ π2 ñúïîñòàâÿ åïèïîëàðíà

ïðàâà m1 ∈ π1 ñúîòâåòñòâà ôóíäàìåíòàëíà ìàòðèöà F′ = FT . Òÿ èìà íÿêîÿ îò ñëåäíèòå
ôîðìè:

(3)

 0 1 0
0 0 −1
0 0 0

 èëè

 1 0 0
0 0 −1
0 0 0

 èëè

 0 0 −1
1 0 0
0 0 0

 èëè

 0 0 −1
0 1 0
0 0 0

 .
2.3 Äâå áåçêðàéíè åïèïîëàðíè òî÷êè

2.3.1 Ñúâïàäàùè èëè óñïîðåäíè ïðîåêöèîííè ðàâíèíè

Òåîðåìà 3. Àêî ïðîåêöèîííèòå ðàâíèíè ñúâïàäàò èëè ñà óñïîðåäíè, òî äâåòå åïè-
ïîëàðíè òî÷êè ñà áåçêðàéíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâàò ðàâíèííè
êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τC2 = O2x2y2 â π2, òàêèâà ÷å ôóíäàìåí-
òàëíàòà ìàòðèöà F ñïðÿìî òÿõ (ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë) å â íÿêîÿ îò ñëåäíèòå
ôîðìè:
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(4)

 0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 èëè

 0 0 1
0 0 0
0 −1 0

 èëè

 0 0 0
0 0 1
−1 0 0

 èëè

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 .
Äîêàçàòåëñòâî: Ðàçãëåæäàìå îïèñàíèòå â íà÷àëîòî ðàçëè÷íè åïèïîëàðíè ðàâíèíè γ
è γ′ êàòî γ å ïðîèçâîëíà, ïðåñè÷àùà è äâåòå ïðîåêöèîííè ðàâíèíè, à γ′ å óñïîðåäíà íà
π1 è π2. Òîãàâà ïðàâèòå a1 = γ

⋂
π1 è a2 = γ

⋂
π2 ñà êðàéíè, à b1 = γ′

⋂
π1 è b2 = γ′

⋂
π2

ñà áåçêðàéíè ïðàâè. Ôîðìèðàìå τC1 â π1 è τ
C
2 â π2 êàòî:

Ôèãóðà 3: Êàíîíè÷íè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè ïðè π1 ≡ π2 è äâå áåçêðàéíè åïèïîëàðíè
òî÷êè - ÷åòâúðòà ôîðìà íà (4)

• O1 ∈ a1, O2 ∈ a2 ñà ïðîèçâîëíè òî÷êè;
• îñèòå x1 è x2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå a1 è a2;
• îñèòå y1 è y2 ñà ïðîèçâîëíè ñúîòâåòíî ïðåç O1 è O2.
Èçáîðúò íà åäèíè÷íèòå òî÷êè å êàêòî â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 1.

Ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ ùå íàìåðèì ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F = [fij]i,j=1,2,3.

Îò E1 = (1, 0, 0)T è FE1 = 0 ïîëó÷àâàìå f11 = f21 = f31 = 0. Íà êîîðäèíàòíîòî
íà÷àëî O1 ñ âåêòîð-ñòúëá îò õîìîãåííè êîîðäèíàòè O1 = (0, 0, 1)T ñúîòâåòñòâà åïè-
ïîëàðíà ïðàâà a2, êîÿòî ñúäúðæà x2, èëè a2 = (0, 1, 0). Òîãàâà ÷ðåç FO1 = (0, 1, 0)
íàìèðàìå f13 = f33 = 0, f23 6= 0. Êîðåëàöèÿòà F íà áåçêðàéíàòà òî÷êà Y∞ íà îñòà y1 ñ
Y∞ = (0, 1, 0)T ñúïîñòàâÿ áåçêðàéíà ïðàâà, íà êîÿòî ñúîòâåòñòâà âåêòîðà (0, 0, 1), êîåòî
íè äàâà f12 = f22 = 0, f32 6= 0. Òúé êàòî åäèíè÷íèòå òî÷êè U1 è U2 ñà äâîéêà ñúîòâåòíè
òî÷êè, òî îò U2

TFU1 = 0 ïðè U1 = (1, 1, 1)T è U2 = (1, 1, 1)T íàìèðàìå, ÷å f23 = −f32.
Òàêà ïîëó÷èõìå ïúðâàòà ôîðìà íà (4) çà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà.
Àêî êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τC2 = O2x2y2 â π2 ñà ôîðìèðàíè

êàòî:
• O1 ∈ a1, O2 ∈ a2 ñà ïðîèçâîëíè òî÷êè;
• îñèòå x1 è y2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå a1 è a2;
• îñèòå y1 è x2 ñà ïðîèçâîëíè ñúîòâåòíî ïðåç O1 è O2

è ñúùèÿ èçáîð íà åäèíè÷íè òî÷êè, òî àíàëîãè÷íî ñå ïîëó÷àâà âòîðàòà ôîðìà íà (4)
Ïðè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2 â π2, çà êîèòî:

• O1 ∈ a1, O2 ∈ a2 ñà ïðîèçâîëíè òî÷êè;
• îñèòå y1 è x2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå a1 è a2;
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• îñèòå x1 è y2 ñà ïðîèçâîëíè ñúîòâåòíî ïðåç O1 è O2

è ñúùèÿ èçáîð íà åäèíè÷íè òî÷êè, òî ùå ïîëó÷èì òðåòàòà ôîðìà íà (4)
Ïîñëåäíàòà ôîðìà íà (4) ñå ïîëó÷àâà ñïðÿìî êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè:

• O1 ∈ a1, O2 ∈ a2 ñà ïðîèçâîëíè òî÷êè;
• îñèòå y1 è y2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå a1 è a2;
• îñèòå x1 è x2 ñà ïðîèçâîëíè ñúîòâåòíî ïðåç O1 è O2

è ñúùèÿ èçáîð íà åäèíè÷íè òî÷êè.
Îáðàòíî. Íåêà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà å â êîÿ äà å ôîðìà íà (4). ×ðåç ïðîâåðêà

â FE1 = 0 è FTE2 = 0 ïîëó÷àâàìå, ÷å åïèïîëàðíèòå òî÷êè E1 è E2 ñà áåçêðàéíè òî÷êè.

Ñëåäñòâèå 5. Êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τC2 = O2x2y2 â π2 ìîãàò
äà áúäàò èçáðàíè äà ñà îðòîãîíàëíè.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåäâà îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíèòå îñè â ïðîåêöèîííèòå ðàâíèíè.

Ñëåäñòâèå 6. Åäíàòà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ìîæå äà áúäå èçáðàíà îðòîíîðìèðàíà, à
äðóãàòà äà å îðòîãîíàëíà è íîðìèðàíà ïîíå ïî åäíàòà îñ.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåäâà îò èçáîðà íà åäèíè÷íèòå òî÷êè çà êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè.

2.3.2 Ïðåñè÷àùè ñå ïðîåêöèîííè ðàâíèíè

Òåîðåìà 4. Àêî äâåòå ïðîåêöèîííè ðàâíèíè ñå ïðåñè÷àò, òî äâåòå åïèïîëàðíè òî÷-
êè ñà áåçêðàéíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâàò ðàâíèííè êîîðäèíàòíè
ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2 â π2, òàêèâà ÷å ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà

F ñïðÿìî òÿõ (ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë) å â íÿêîÿ îò ñëåäíèòå ôîðìè:

(5)

 0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 èëè

 0 1 0
0 0 0
0 0 −1

 èëè

 0 0 0
1 0 0
0 0 −1

 èëè

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 .
Äîêàçàòåëñòâî: - Ôèãóðà 4. Ðàçãëåæäàìå îïèñàíèòå â íà÷àëîòî ðàçëè÷íè åïèïîëàðíè

Ôèãóðà 4: Êàíîíè÷íè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè ïðè π1
⋂
π2 è äâå áåçêðàéíè åïèïîëàðíè

òî÷êè - ïúðâà ôîðìà íà (5)

ðàâíèíè γ è γ′ êàòî γ å óñïîðåäíà íà π2, à γ
′ å óñïîðåäíà íà π1. Òîãàâà ïðàâèòå

- 65 -



MATTEX 2016

Òîì 1

ÐÀÇÄÅË ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

a1 = γ
⋂
π1 è b2 = γ′

⋂
π2 ñà êðàéíè ïðàâè, à b1 = γ′

⋂
π1 è a2 = γ

⋂
π2 ñà áåçêðàéíè

ïðàâè.
Ôîðìèðàìå êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2 â π2 êàòî:

• O1 ∈ a1, O2 ∈ b2 ñà ïðîèçâîëíè òî÷êè;
• îñèòå x1 è x2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå a1 è b2;
• îñèòå y1 è y2 ñà ïðîèçâîëíè ñúîòâåòíî ïðåç O1 è O2.
Èçáîðúò íà åäèíè÷íèòå òî÷êè å êàêòî â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 1.

Ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ ùå íàìåðèì ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F = [fij]i,j=1,2,3.

Îò E1 = (1, 0, 0)T è FE1 = 0 ïîëó÷àâàìå f11 = f21 = f31 = 0. Íà êîîðäèíàò-
íîòî íà÷àëî O1 ñ âåêòîð-ñòúëá îò õîìîãåííè êîîðäèíàòè O1 = (0, 0, 1)T ñúîòâåòñòâà
áåçêðàéíà ïðàâà, íà êîÿòî ñå ñúïîñòàâÿ âåêòîðà (0, 0, 1). Òîãàâà ÷ðåç FO1 = (0, 0, 1)
íàìèðàìå f13 = f23 = 0, f33 6= 0. Êîðåëàöèÿòà F íà áåçêðàéíàòà òî÷êà Y∞ íà îñòà y1 ñ
Y∞ = (0, 1, 0)T ñúïîñòàâÿ åïèïîëàðíà ïðàâà b2, êîÿòî ñúäúðæà x2, èëè b2 = (0, 1, 0),
êîåòî íè äàâà f12 = f32 = 0, f22 6= 0. Òúé êàòî åäèíè÷íèòå òî÷êè U1 è U2 ñà äâîéêà
ñúîòâåòíè òî÷êè, òî îò U2

TFU1 = 0 ïðè U1 = (1, 1, 1)T è U2 = (1, 1, 1)T íàìèðàìå, ÷å
f22 = −f33.

Òàêà ïîëó÷èõìå ïúðâàòà ôîðìà íà (5) çà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà.
Àêî êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè τC1 â π1 è τ

C
2 â π2 ñà ôîðìèðàíè êàêòî ñëåäâà:

• O1 ∈ a1, O2 ∈ b2 ñà ïðîèçâîëíè òî÷êè;
• îñèòå x1 è y2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå a1 è b2;
• îñèòå y1 è x2 ñà ïðîèçâîëíè ñúîòâåòíî ïðåç O1 è O2

è ñúùèÿ èçáîð íà åäèíè÷íè òî÷êè, òî àíàëîãè÷íî ñå ïîëó÷àâà âòîðàòà ôîðìà íà (5)
Ïðè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2 â π2, çà êîèòî:

• O1 ∈ a1, O2 ∈ b2 ñà ïðîèçâîëíè òî÷êè;
• îñèòå y1 è x2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå a1 è b2;
• îñèòå x1 è y2 ñà ïðîèçâîëíè ñúîòâåòíî ïðåç O1 è O2

è ñúùèÿ èçáîð íà åäèíè÷íè òî÷êè, òî ùå ïîëó÷èì òðåòàòà ôîðìà íà (5)
Ïîñëåäíàòà ôîðìà íà (5) ñå ïîëó÷àâà ñïðÿìî êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè:

• O1 ∈ a1, O2 ∈ b2 ñà ïðîèçâîëíè òî÷êè;
• îñèòå y1 è y2 ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó ïðàâèòå a1 è b2;
• îñèòå x1 è x2 ñà ïðîèçâîëíè ñúîòâåòíî ïðåç O1 è O2

è ñúùèÿ èçáîð íà åäèíè÷íè òî÷êè.
Îáðàòíî. Íåêà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà å â êîÿ äà å ôîðìà íà (5). ×ðåç ïðîâåðêà

â FE1 = 0 è FTE2 = 0 ïîëó÷àâàìå, ÷å åïèïîëàðíèòå òî÷êè E1 è E2 ñà áåçêðàéíè òî÷êè.

Ñëåäñòâèå 7. Êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τC2 = O2x2y2 â π2 ìîãàò
äà áúäàò èçáðàíè äà ñà îðòîãîíàëíè.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåäâà îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíèòå îñè â ïðîåêöèîííèòå ðàâíèíè.

Ñëåäñòâèå 8. Åäíàòà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ìîæå äà áúäå èçáðàíà îðòîíîðìèðàíà, à
äðóãàòà äà å îðòîãîíàëíà è íîðìèðàíà ïîíå ïî åäíàòà îñ.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåäâà îò èçáîðà íà åäèíè÷íèòå òî÷êè çà êîîðäèíàòíèòå ñèñòåìè.

Äåôèíèöèÿ 1. Ðàâíèííèòå êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τC2 = O2x2y2
â π2 îò Òåîðåìà 1, Òåîðåìà 2, Òåîðåìà 3 è Òåîðåìà 4, ïðè êîèòî ôóíäàìåíòàëíàòà
ìàòðèöà, îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë è ñ åëåìåíòè öåëè ÷èñëà, èìà ìèíè-
ìàëíà íîðìà íà Ôðîáåíèóñ, ñå íàðè÷àò êàíîíè÷íè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè (êàíîíè÷íè
áàçèñè).
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Äåôèíèöèÿ 2. Ìàòðèöàòà (1) èëè (2) èëè (3) èëè (4) èëè (5) ñå íàðè÷à êàíîíè÷íà
ôîðìà íà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà.
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