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CLASSIFICATION OF THE EPIPOLAR GEOMETRIES
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ABSTRACT: Epipolar geometry has been a fundamental tool for the reconstruction

of a 3D object from two or more images. It describes the geometrical relationship between

two perspective views of one and the same 3D scene. There are two approaches for

determining the epipolar geometry. The �rst approach is by two given central projections.

The second one is by the fundamental matrix with respect to given coordinate systems in

the projection planes. In this paper a classi�cation of the epipolar geometries with a given

fundamental matrix has been made. The results allow to be determined the mutual position

between the baseline and the projection planes.
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1 Óâîä â åïèïîëàðíàòà ãåîìåòðèÿ

1.1 Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

Íåêà C1 ∈ E3 è C2 ∈ E3 ñà äâå ðàçëè÷íè òî÷êè. Ðàçãëåæäàìå äâå öåíòðàëíè ïðîåêöèè
Π1 = (C1, π1) è Π2 = (C2, π2), êúäåòî C

1 è C2 ñà äâàòà ïðîåêöèîííè öåíòúðà, à π1 è π2 ñà
ñúîòâåòíèòå èì ïðîåêöèîííè ðàâíèíè. ÀêîM ∈ E3 å ïðîèçâîëíà òî÷êà, ðàçëè÷íà îò C1

è C2, à M1 = (C1∨M)
⋂
π1 è M2 = (C2∨M)

⋂
π2 ñà öåíòðàëíèòå é ïðîåêöèè ñúîòâåòíî

â π1 è π2, òî íàðåäåíàòà äâîéêà òî÷êè (M1,M2) ñå íàðè÷à äâîéêà ñúîòâåòíè òî÷êè.
Ïðàâàòà (C1 ∨ C2) ñå íàðè÷à áàçîâà ïðàâà, à ïðîáîäèòå é ñ ïðîåêöèîííèòå ðàâíèíè ñå
íàðè÷àò åïèïîëàðíè òî÷êè � E1 = (C1 ∨ C2)

⋂
π1 è E2 = (C1 ∨ C2)

⋂
π2, êîèòî ìîæå äà

ñà êðàéíè èëè áåçêðàéíè òî÷êè. Âñÿêà ðàâíèíà, ñúäúðæàùà áàçîâàòà ïðàâà, ñå íàðè÷à
åïèïîëàðíà ðàâíèíà, à åïèïîëàðíè ïðàâè ñà ïðåñå÷íèöèòå íà åïèïîëàðíà ðàâíèíà ñ
ïðîåêöèîííèòå ðàâíèíè. Î÷åâèäíî âñè÷êè åïèïîëàðíè ïðàâè â ïðîåêöèîííà ðàâíèíà
ìèíàâàò ïðåç åïèïîëàðíàòà òî÷êà â íåÿ.

Àêî M1 ∈ π1 å ïðîèçâîëíà òî÷êà, ðàçëè÷íà îò E1, òî åïèïîëàðíàòà ðàâíèíà γ,
ñúäúðæàùà áàçîâàòà ïðàâà (C1 ∨ C2) è òî÷êà M1, ïðåñè÷à ïðîåêöèîííàòà ðàâíèíà π2
â åïèïîëàðíà ïðàâà m2 = γ

⋂
π2. Taêa ñå îïðåäåëÿ êîðåëàöèÿ F, êîÿòî íà ïðîèçâîëíà

òî÷êà M1 ∈ π1 ñúïîñòàâÿ åïèïîëàðíà ïðàâà m2 ∈ π2. Aëãåáðè÷íî òàçè êîðåëàöèÿ ñå
èçðàçÿâà ÷ðåç ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F (ïîäðîáíî îïèñàíèå íà ñâîéñòâàòà é èìà
â [1], [3], [4]), êîÿòî ïðåîáðàçóâà âåêòîð-ñòúëáà M1 îò õîìîãåííè êîîðäèíàòè íà òî÷-
êà M1 â òðàíñïîíèðàíèÿ âåêòîð-ñòúëá m2

T , ñúïîñòàâåí íà åïèïîëàðíàòà ïðàâà m2.
Òàêà, àêî êîîðäèíàòíèÿò âåêòîð-ñòúëá íà òî÷êà M1, â õîìîãåííè êîîðäèíàòè, ñïðÿ-
ìî ïðîèçâîëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â π1 å M1 = (m1

1,m
2
1,m

3
1, )

T , à óðàâíåíèåòî íà
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ïðàâàòà m2, â õîìîãåííè êîîðäèíàòè, ñïðÿìî ïðîèçâîëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà â π2 å
m2 ≡ Ax2 +By2 + Cw2 = 0 è íà íåÿ ñúïîñòàâèì âåêòîð-ðåä m2 = (A,B,C), òî

(1) FM1 = m2
T .

1.2 Ñâîéñòâà íà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F

1. M2
TFM1 = 0, êúäåòî M1 è M2 ñà êîîðäèíàòíèòå âåêòîðè íà äâîéêàòà ñúîòâåòíè

òî÷êè (M1,M2).
2. Ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà ìîæå äà áúäå îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë.
3. F′ = FT , êúäåòî F′ : π2 → π1 å êîðåëàöèÿ, àíàëîãè÷íà íà îïèñàíàòà F : π1 → π2 è
ñúîòâåòíèòå èì ôóíäàìåíòàëíè ìàòðèöè ñà F′ è F.
4. FE1 = 0, F′E2 = 0, êúäåòî E1 è E2 ñà åïèïîëàðíèòå òî÷êè â äâåòå ïðîåêöèîííè
ðàâíèíè, à 0 å 3× 1 íóëåâ âåêòîð.
5. Ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F èìà ðàíã 2, èëè äåòåðìèíàíòàòà é å 0.

2 Êëàñèôèêàöèÿ íà åïèïîëàðíèòå ãåîìåòðèè
Ðàçãëåæäàìå åïèïîëàðíà ãåîìåòðèÿ ïðè äàäåíà ôóíäàìåíòàëíà ìàòðèöà F =

[fij]i,j=1,2,3 ñïðÿìî äàäåíè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τ1 = O1x1y1 â π1 è τ2 = O2x2y2 â π2.

Äà îçíà÷èì ñ f ij
mn ìèíîðà é îò âòîðè ðåä, êàòî f ij

mn =

∣∣∣∣ fim fin
fjm fjn

∣∣∣∣ , ñ f i äà îçíà÷èì âåê-

òîð, ÷èèòî êîîðäèíàòè ñà åëåìåíòèòå íà ðåä i, èëè f i = (fi1, fi2, fi3) è ñ fi äà îçíà÷èì
âåêòîð, ÷èèòî êîîðäèíàòè ñà åëåìåíòèòå íà ñòúëá i, èëè fi = (f1i, f2i, f3i), êàòî i = 1, 2, 3.
Ðàíã 2 íà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà ìîæå äà ñå ïîëó÷è, àêî òÿ èìà:
• íóëåâ ðåä (ñòúëá), à äðóãèòå 2 ðåäà (ñòúëáà) íå ñà ïðîïîðöèîíàëíè;
• äâà ïðîïîðöèîíàëíè ðåäà (ñòúëáà), à òðåòèÿò ðåä (ñòúëá) íå å ïðîïîðöèîíàëåí íà
òÿõ;
• åäèí îò ðåäîâåòå (ñòúëáîâåòå) å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà äðóãèòå äâà.

Ëåìà 1. Íåêà F å äàäåíà ôóíäàìåíòàëíà ìàòðèöà ñïðÿìî íÿêàêâè êîîðäèíàòíè ñèñ-
òåìè â ïðîåêöèîííèòå ðàâíèíè. Òîãàâà:
à) f11 = f12 = f13 = 0, èëè f1 = 0, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî E2 å áåçêðàéíàòà
òî÷êà íà x2;
á) f21 = f22 = f23 = 0, èëè f2 = 0, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî E2 å áåçêðàéíàòà
òî÷êà íà y2;
â) f31 = f32 = f33 = 0, èëè f3 = 0, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî E2 å êðàéíà òî÷êà,
ñúâïàäàùà ñ O2, êúäåòî 0 å íóëåâ âåêòîð.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà M1 ∈ π1 å ïðîèçâîëíà òî÷êà, M1 6= E1 è M2 ∈ π2 å íåéíà
ñúîòâåòíà òî÷êà, êàòî êîîðäèíàòíèòå èì âåêòîðè ñïðÿìî τ1 è τ2 ñà ñúîòâåòíî
M1 = (m1

1,m
2
1,m

3
1)

T è M2 = (m1
2,m

2
2,m

3
2)

T ïðè õîìîãåííè êîîðäèíàòè. Îò ðàâåíñòâîòî
(1) èìàìå, ÷å íà ñúîòâåòíàòà íà M1 åïèïîëàðíàòà ïðàâà m2 ∈ π2 ñå ñúïîñòàâÿ âåêòîð

(2) m2 = (f11m
1
1 + f12m

2
1 + f13m

3
1, f21m

1
1 + f22m

2
1 + f23m

3
1, f31m

1
1 + f32m

2
1 + f33m

3
1).

Òîãàâà ïðè à) íà âñÿêà åïèïîëàðíà ïðàâà â π2 ñå ñúïîñòàâÿ âåêòîð îò âèäà
m2 = (0, B, C), èëè âñè÷êè åïèïîëàðíè ïðàâè ñà óñïîðåäíè íà x2. Òàêà E2 å áåçêðàéíàòà
òî÷êà íà x2.
Àíàëîãè÷íî, ïðè á) íà âñÿêà åïèïîëàðíà ïðàâà â π2 ñå ñúïîñòàâÿ âåêòîð îò âèäà
m2 = (A, 0, C), èëè âñè÷êè åïèïîëàðíè ïðàâè ñà óñïîðåäíè íà y2. Òàêà E2 å áåçêðàéíàòà
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òî÷êà íà y2.
Ïðè â) íà âñÿêà åïèïîëàðíà ïðàâà â π2 ñå ñúïîñòàâÿ âåêòîð îò âèäà m2 = (A,B, 0),
èëè âñè÷êè åïèïîëàðíè ïðàâè ìèíàâàò ïðåç êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî O2 íà τ2. Òàêà E2 å
êðàéíà òî÷êà, ñúâïàäàùà ñ O2.

Îáðàòíî. Çà äà óñòàíîâèì íàëè÷èåòî íà íóëåâ ðåä âúâ ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà
èçïîëçâàìå ðàâåíñòâîòî FTE2 = 0 (êúäåòî 0 å íóëåâ âåêòîð) è ñúîòâåòíèÿ êîîðäèíàòåí
âåêòîð íà E2:
- ïðè à) êîîðäèíàòíèÿò âåêòîð íà E2 å E2 = (1, 0, 0)T ;
- ïðè á) êîîðäèíàòíèÿò âåêòîð íà E2 å E2 = (0, 1, 0)T ;
- ïðè â) êîîðäèíàòíèÿò âåêòîð íà E2 å E2 = (0, 0, 1)T .

Ëåìà 2. Íåêà F å äàäåíà ôóíäàìåíòàëíà ìàòðèöà ñïðÿìî íÿêàêâè êîîðäèíàòíè ñèñ-
òåìè â ïðîåêöèîííèòå ðàâíèíè. Òîãàâà:
à) f11 = f21 = f31 = 0, èëè f1 = 0, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî E1 å áåçêðàéíàòà
òî÷êà íà y1;
á) f12 = f22 = f32 = 0, èëè f2 = 0, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî E1 å áåçêðàéíàòà
òî÷êà íà x1;
â) f13 = f23 = f33 = 0, èëè f3 = 0, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî E1 å êðàéíà òî÷êà,
ñúâïàäàùà ñ O1, êúäåòî 0 å íóëåâ âåêòîð.

Äîêàçàòåëñòâî: Èçïîëçâàìå, ÷å FT = F′ è Ëåìà 1.

Ëåìà 3. Íåêà F å äàäåíà ôóíäàìåíòàëíà ìàòðèöà ñïðÿìî íÿêàêâè êîîðäèíàòíè ñèñ-
òåìè â ïðîåêöèîííèòå ðàâíèíè. Òîãàâà:
à) f2 = kf1 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî E2 å áåçêðàéíà òî÷êà è E2 = (k,−1, 0)T ;
á) f3 = kf1 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî E2 å êðàéíà òî÷êà îò x2 è E2 = (−k, 0, 1)T ;
â) f3 = kf2 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî E2 å êðàéíà òî÷êà îò y2 è E2 = (0,−k, 1)T .

Äîêàçàòåëñòâî: Îò ðàâåíñòâî (2) èìàìå, ÷å:
ïðè à) íà âñÿêà åïèïîëàðíà ïðàâà â π2 ñå ñúïîñòàâÿ âåêòîð îò âèäàm2 = (A, kA,C), èëè
âñè÷êè åïèïîëàðíè ïðàâè ñà óñïîðåäíè è ñúäúðæàò áåçêðàéíàòà òî÷êà ñ êîîðäèíàòåí
âåêòîð (k,−1, 0)T . Òàêà E2 å áåçêðàéíà òî÷êà, êàòî E2 = (k,−1, 0)T .
ïðè á) íà âñÿêà åïèïîëàðíà ïðàâà â π2 ñå ñúïîñòàâÿ âåêòîð îò âèäà m2 = (A,B, kA),
èëè âñè÷êè åïèïîëàðíè ïðàâè ìèíàâàò ïðåç òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòåí âåêòîð (−k, 0, 1)T

îò îñòà x2. Òàêà E2 å êðàéíà òî÷êà êàòî E2 = (−k, 0, 1)T .
Ïðè â) íà âñÿêà åïèïîëàðíà ïðàâà â π2 ñå ñúïîñòàâÿ âåêòîð îò âèäà m2 = (A,B, kB),
èëè âñè÷êè åïèïîëàðíè ïðàâè ìèíàâàò ïðåç òî÷êàòà ñ êîîðäèíàòåí âåêòîð (0,−k, 1)T

îò îñòà y2. Òàêà E2 å êðàéíà òî÷êà êàòî E2 = (0,−k, 1)T .
Îáðàòíî. Çà äà óñòàíîâèì íàëè÷èåòî íà äâà ïðîïîðöèîíàëíè ðåäà âúâ ôóíäàìåí-

òàëíàòà ìàòðèöà èçïîëçâàìå ðàâåíñòâîòî FTE2 = 0 è ñúîòâåòíèÿ êîîðäèíàòåí âåêòîð
íà E2.
- ïðè à) êîîðäèíàòíèÿò âåêòîð íà E2 å E2 = (k,−1, 0)T è f1 6= 0;
- ïðè á) êîîðäèíàòíèÿò âåêòîð íà E2 å E2 = (−k, 0, 1)T è f1 6= 0;
- ïðè â) êîîðäèíàòíèÿò âåêòîð íà E2 å E2 = (0,−k, 1)T è f2 6= 0.

Ëåìà 4. Íåêà F å äàäåíà ôóíäàìåíòàëíà ìàòðèöà ñïðÿìî íÿêàêâè êîîðäèíàòíè ñèñ-
òåìè â ïðîåêöèîííèòå ðàâíèíè. Òîãàâà:
à) f2 = kf1 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî E1 å áåçêðàéíà òî÷êà è E1 = (k,−1, 0)T ;
á) f3 = kf1 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî E1 å êðàéíà òî÷êà îò x1 è E1 = (−k, 0, 1)T ;
â) f3 = kf2 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî E1 å êðàéíà òî÷êà îò y1 è E1 = (0,−k, 1)T .
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Äîêàçàòåëñòâî: Èçïîëçâàìå, ÷å FT = F′ è Ëåìà 3.

Ñëåäñòâèå 1. Åïèïîëàðíàòà òî÷êà E2 â π2 å áåçêðàéíà òî÷êà òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî çà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F å èçïúëíåíî íÿêîå îò óñëîâèÿòà:
à) ñúäúðæà íóëåâ ïúðâè èëè âòîðè ðåä;
á) ñúäúðæà ïðîïîðöèîíàëíè ïúðâè è âòîðè ðåäîâå;
â) ìèíîðèòå f 12

12 = f 12
13 = f 12

23 = 0.

Ñëåäñòâèå 2. Åïèïîëàðíàòà òî÷êà E1 â π1 å áåçêðàéíà òî÷êà òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî çà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F å èçïúëíåíî íÿêîå îò óñëîâèÿòà:
à) ñúäúðæà íóëåâ ïúðâè èëè âòîðè ñòúëá;
á) ñúäúðæà ïðîïîðöèîíàëíè ïúðâè è âòîðè ñòúëáîâå;
â) ìèíîðèòå f 12

12 = f 13
12 = f 23

12 = 0.

Ñëåäñòâèå 3. Åïèïîëàðíàòà òî÷êà E2 â π2 å êðàéíà òî÷êà òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî çà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F å èçïúëíåíî íÿêîå îò óñëîâèÿòà:
à) ñúäúðæà íóëåâ òðåòè ðåä;
á) ñúäúðæà ïðîïîðöèîíàëíè ïúðâè è òðåòè, èëè âòîðè è òðåòè ðåäîâå;
â) ïîíå åäèí îò ìèíîðèòå f 12

12 , f
12
13 , f

12
23 å ðàçëè÷åí îò 0.

Äîêàçàòåëñòâî: â) Îò (2) èìàìå, ÷å íà òî÷êèòå îò π1 ñ êîîðäèíàòíè âåêòîðè (1, 0, 0)T ,
(0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T ñúîòâåòñòâàò åïèïîëàðíèòå ïðàâè îò π2 ñ óðàâíåíèÿ
f11x2 + f21y2 + f31 = 0, f12x2 + f22y2 + f32 = 0, f13x2 + f23y2 + f33 = 0. Íÿêîé îò
èçáðîåíèòå ìèíîðè å íåíóëåâ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñèñòåìàòà îò òðèòå óðàâíåíèÿ
èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ïðàâèòå ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà, èëè
åïèïîëàðíàòà òî÷êà E2 íà π2 å êðàéíà òî÷êà.

Ñëåäñòâèå 4. Åïèïîëàðíàòà òî÷êà E1 â π1 å êðàéíà òî÷êà òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî çà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F å èçïúëíåíî íÿêîå îò óñëîâèÿòà:
à) ñúäúðæà íóëåâ òðåòè ñòúëá;
á) ñúäúðæà ïðîïîðöèîíàëíè ïúðâè è òðåòè, èëè âòîðè è òðåòè ñòúëáîâå;
â) ïîíå åäèí îò ìèíîðèòå f 12

12 , f
13
12 , f

23
12 å ðàçëè÷åí îò 0.

Äîêàçàòåëñòâî: â) Àíàëîãè÷íî íà Ñëåäñòâèå 3.

Òåîðåìà 1. Ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:
a) äâåòå åïèïîëàðíè òî÷êè E1 â π1 è E2 â π2 ñà êðàéíè òî÷êè;
á) ñúùåñòâóâàò ðàâíèííè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2 â π2,

òàêèâà ÷å ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F ñïðÿìî òÿõ (ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë) å â
íÿêîÿ îò ñëåäíèòå ôîðìè:

(3)

 0 1 0
−1 0 0

0 0 0

 èëè
 1 0 0

0 −1 0
0 0 0

 ;

â) ñïðÿìî ïðîèçâîëíè ðàâíèííè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τ1 â π1 è τ2 â π2 ìèíîðúò f 12
12 6= 0.

Äîêàçàòåëñòâî:

a) ⇐⇒ á) å äîêàçàíî â [2] è [5].
á) =⇒ â) Íåêà ïðåäñòàâèì äâåòå ôîðìà íà ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà îò (3) âúâ âèäà

- 71 -



MATTEX 2016

Òîì 1

ÐÀÇÄÅË ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

F =

[
F0 0T

0 0

]
, êúäåòî F0 e 2 × 2 íåèçðîäåíà ìàòðèöà, à 0 e 1 × 2 íóëåâ âåêòîð. Íå-

êà T1 (ñúîòâåòíî T2) å ìàòðèöàòà íà ñìÿíà íà áàçèñà T1 : τ1 −→ τC1 â π1 (ñúîòâåòíî
T2 : τ2 −→ τC2 â π2). Ìàòðèöàòà íà ñìÿíà ïðè ïðîèçâîëíè àôèííè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè

ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà T1 =

[
A BT

C D

]
, êúäåòî A e 2× 2 íåèçðîðåäà ìàòðèöà,

à B è C ñà 1×2 ìàòðèöè. ×ðåç íåïîñðåäñòâåíà ïðîâåðêà â ðàâåíñòâîòî Fnew = T2
TFT1

ìîæå äà ñå óñòàíîâè, ÷å â íîâàòà ìàòðèöà ãîðíèÿ ëÿâ ìèíîð å íåíóëåâ.
â) =⇒ à) Íåêà ñïðÿìî ïðîèçâîëíè ðàâíèííè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τ1 â π1 è τ2 â π2 ôóí-

äàìåíòàëíàòà ìàòðèöà å F =

 f11 f12 f13
f21 f22 f23
f31 f32 f33

, êàòî ∣∣∣∣ f11 f12
f21 f22

∣∣∣∣ 6= 0. Äà äîïóñíåì, ÷å

E1 å áåçêðàéíà òî÷êà, èëè êîîðäèíàòíèÿò é âåêòîð å E1 = (xE1 , yE1 , 0)T . Ðàçãëåæäàìå
ëèíåéíàòà õîìîãåííà ñèñòåìà FE1 = 0 îòíîñíî õîìîãåííèòå êîîðäèíàòè íà åïèïîëàð-
íàòà òî÷êà E1. Íî òîãàâà íåéíèòå ïúðâè äâå óðàâíåíèÿ ñà ñúùî õîìîãåíííà ñèñòåìà
ñ íåèçðîäåíà ìàòðèöà îò êîåôèöèåíòè, êîÿòî èìà ñàìî íóëåâîòî ðåøåíèå. Ïîëó÷åíîòî
ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçâà, ÷å E1 å êðàéíà òî÷êà. Àíàëîãè÷íî ìîæå äà ñå óñòàíîâè, ÷å E2

ñúùî å êðàéíà òî÷êà.

Òåîðåìà 2. Ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:
a) äâåòå åïèïîëàðíè òî÷êè E1 â π1 è E2 â π2 ñà áåçêðàéíè òî÷êè;
á) ñúùåñòâóâàò ðàâíèííè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2 â π2,

òàêèâà ÷å ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F ñïðÿìî òÿõ (ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë) å â
íÿêîÿ îò ñëåäíèòå ôîðìè: 0 0 0

0 0 1
0 −1 0

 èëè
 0 0 1

0 0 0
0 −1 0

 èëè
 0 0 0

0 0 1
−1 0 0

 èëè
 0 0 1

0 0 0
−1 0 0

 èëè
 0 0 0

0 1 0
0 0 −1

 èëè
 0 1 0

0 0 0
0 0 −1

 èëè
 0 0 0

1 0 0
0 0 −1

 èëè
 1 0 0

0 0 0
0 0 −1

 ;

â) ñïðÿìî ïðîèçâîëíè ðàâíèííè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τ1 â π1 è τ2 â π2 ìèíîðèòå
f 12
12 = f 13

12 = f 23
12 = f 12

13 = f 12
23 = 0.

Äîêàçàòåëñòâî:

a) ⇐⇒ á) å äîêàçàíî â [5].
à)⇐⇒ â) Íåêà äâåòå åïèïîëàðíè òî÷êè ñà áåçêðàéíè, èëè òåõíèòå êîîðäèíàòíè âåêòîðè
ñà E1 = (xE1 , yE1 , 0)T , E2 = (xE2 , yE2 , 0)T . Òîãàâà õîìîãåííàòà ëèíåéíà ñèñòåìà FE1 = 0,
êàêòî è FTE2 = 0, òðÿáâà äà èìàò íåíóëåâè ðåøåíèÿ, êîåòî ñå ïîëó÷àâà ïðè
f 12
12 = f 13

12 = f 23
12 = f 12

13 = f 12
23 = 0.

Îáðàòíî. Àêî èçáðîåíèòå ìèíîðè ñà íóëåâè, òî âúâ ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà
ïúðâè è âòîðè ðåä ñà ïðîïîðöèîíàëíè, à ñúùî è ïúðâè è âòîðè ñòúëá, èëè ôóíäàìåí-

òàëíàòà ìàòðèöà èìà âèäà: F =

 f11 nf11 f13
kf11 nkf11 kf13
f31 nf31 f33

. Íî òîãàâà åïèïîëàðíèòå ïðàâè

îò π2, ñúîòâåòñòâàùè íà ðàçëè÷íè òî÷êè îò π1 ùå ñà óñïîðåäíè, èëè åïèïîëàðíàòà òî÷êà
E2 å áåçêðàéíà òî÷êà. Àíàëîãè÷íî è çà E1.
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Òåîðåìà 3. Ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:
a) åïèïîëàðíà òî÷êà E1 â π1 å êðàéíà, à åïèïîëàðíà òî÷êà E2 â π2 å áåçêðàéíà òî÷êà;
á) ñúùåñòâóâàò ðàâíèííè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2 â π2,

òàêèâà ÷å ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F ñïðÿìî òÿõ (ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë) å â
íÿêîÿ îò ñëåäíèòå ôîðìè: 0 0 0

1 0 0
0 −1 0

 èëè
 1 0 0

0 0 0
0 −1 0

 èëè
 0 1 0

0 0 0
−1 0 0

 èëè
 0 0 0

0 1 0
−1 0 0

 ;

â) ñïðÿìî ïðîèçâîëíè ðàâíèííè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τ1 â π1 è τ2 â π2 ìèíîðèòå
f 12
12 = f 12

13 = f 12
23 = 0, à ïîíå åäèí îò ìèíîðèòå f 13

12 , f
23
12 å ðàçëè÷åí îò 0.

Äîêàçàòåëñòâî:

a) ⇐⇒ á) å äîêàçàíî â [5].
à) ⇐⇒ â) Îò (2) èìàìå, ÷å íà òî÷êèòå îò π1 ñ êîîðäèíàòíè âåêòîðè (1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T ,
(0, 0, 1)T ñúîòâåòñòâàò åïèïîëàðíèòå ïðàâè îò π2 ñ óðàâíåíèÿ
f11x2 + f12y2 + f13 = 0, f21x2 + f22y2 + f23 = 0, f31x2 + f32y2 + f33 = 0. Åïèïîëàðíàòà
òî÷êà E2 íà π2 å áåçêðàéíà òî÷êà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî åïèïîëàðíèòå ïðàâè â
π2 ñà óñïîðåäíè, èëè f

12
12 = f 12

13 = f 12
23 = 0.

Îò FTM2 = 0 èìàìå, ÷å íà òî÷êèòå îò π2 ñ êîîðäèíàòíè âåêòîðè (1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T ,
(0, 0, 1)T ñúîòâåòñòâàò åïèïîëàðíèòå ïðàâè îò π1 ñ óðàâíåíèÿ
f11x1 + f21y2 + f31 = 0, f12x2 + f22y2 + f32 = 0, f13x2 + f23y2 + f33 = 0. Åïèïîëàðíàòà
òî÷êà E1 íà π1 å êðàéíà òî÷êà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî åïèïîëàðíèòå ïðàâè â π1
ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà, èëè ïîíå åäèí îò ìèíîðèòå f 13

12 , f
23
12 å ðàçëè÷åí îò 0.

Òåîðåìà 4. Ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:
a) åïèïîëàðíà òî÷êà E1 â π1 å áåçêðàéíà, à åïèïîëàðíà òî÷êà E2 â π2 å êðàéíà òî÷êà;
á) ñúùåñòâóâàò ðàâíèííè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τC1 = O1x1y1 â π1 è τ

C
2 = O2x2y2 â π2,

òàêèâà ÷å ôóíäàìåíòàëíàòà ìàòðèöà F ñïðÿìî òÿõ (ñ òî÷íîñò äî ìíîæèòåë) å â
íÿêîÿ îò ñëåäíèòå ôîðìè: 0 1 0

0 0 −1
0 0 0

 èëè
 1 0 0

0 0 −1
0 0 0

 èëè
 0 0 −1

1 0 0
0 0 0

 èëè
 0 0 −1

0 1 0
0 0 0

 ;

â) ñïðÿìî ïðîèçâîëíè ðàâíèííè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè τ1 â π1 è τ2 â π2 ìèíîðèòå
f 12
12 = f 13

12 = f 23
12 = 0, à ïîíå åäèí îò ìèíîðèòå f 12

13 , f
12
23 å ðàçëè÷åí îò 0.

Äîêàçàòåëñòâî:

a) ⇐⇒ á) å äîêàçàíî â [5].
à) ⇐⇒ â) Àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà à) ⇐⇒ â) ïðè Òåîðåìà 3.
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