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1 Âúâåäåíèå

Â òàçè ñòàòèÿ ðàçãëåæäàì ìàòðè÷íîòî óðàâíåíèå

(1) X + A∗X−1A−B∗X−1B = I,

êúäåòî A è B ñà êâàäðàòíè ìàòðèöè, è I å åäèíè÷íàòà ìàòðèöà. Óðàâíåíèåòî (1) å
èçó÷åíî îò Äóàí è äð. [10] è À.Àëè è Â. Õàñàíîâ [12].

Áåðçèã è äð. [11] ðàçãëåæäàò óðàâíåíèåòî

(2) X + A∗X−1A−B∗X−1B = Q,

êúäåòî Q å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà. Ëåñíî ñå ïîêàçâà, ÷å óðàâíåíèå (2) ìîæå
äà ñå ñâåäå äî óðàâíåíèå îò âèäà (1). Ñëåäîâàòåëíî ðàçãëåæäàíåòî íà (1) èëè (2) ñ äÿñíà
÷àñò Q = I íå îãðàíè÷àâà îáùíîñòòà.

Óðàâíåíèåòî (1) â ñëó÷àèòå íà B = 0 èëè A = 0 ñà èçñëåäâàíè èíòåíçèâíî è äîáðå
èçó÷åíè ïðåç ïîñëåäíèòå ãîäèíè [1, 2, 3, 4, 5, 6].

Äóàí è äð. [10] è Áåðçèã è äð. [11] ïî åäíî è ñúùî âðåìå ïðåäëàãàò ñúîòâåòíî èòåðà-
öèîííè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà óðàâíåíèÿòà (1) è (2). Äàäåíè ñà äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà
ñõîäèìîñò íà ðàçãëåäàíèòå ìåòîäè, êàòî å èçïîëçâàíà òåîðåìàòà çà íåïîäâèæíà òî÷êà
íà Áàøêàð-Ëàêøìèêàíòàì. Ïî-êúñíî â ðàáîòàòà íà À.Àëè è Â. Õàñàíîâ [12] ñà ïðåäëî-
æåíè ïî-ñëàáè îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòðè÷íèòå êîåôèöèåíòè A è B, ïðè êîèòî å äîêàçàíà
ñõîäèìîñò íà ìåòîäà îò [10].

Â òàçè ðàáîòà ìîäèôèöèðàì ìåòîäà îò [10, 12], êàòî ïî òîçè íà÷èí ñå ñïåñòÿâà
åäíî îáðúùàíå íà ìàòðèöà. Äîêàçàíà å ñõîäèìîñò íà ïðåäëîæåíèÿ ìåòîä ïðè ñúùèòå
äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ íà îðèãèíàëíèÿ ìåòîä.

Ñòàòèÿòà å îðãàíèçàíà, êàêòî ñëåäâà: âúâ âòîðà òî÷êà ñà ïðåäñòàâåíè íÿêîè èç-
âåñòíè ðåçóëòàòè çà óðàâíåíèå (1); â òðåòà òî÷êà ñà èçëîæåíè îñíîâíèòå ðåçóëòàòè, à â
ïîñëåäíàòà òî÷êà ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòèòå îò ïðîâåäåíèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè.
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Ùå èçïîëçâàì ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ A > 0 (A ≥ 0), àêî A å åðìèòîâà ïîëîæèòåëíî
îïðåäåëåíà (ïîëóîïðåäåëåíà) ìàòðèöà. Çà åðìèòîâèòå ìàòðèöè A è B, çàïèñâàì A > B
(A ≥ B), àêî A−B > 0 (A−B ≥ 0). Ñ ‖ · ‖ ùå îçíà÷àâàì ñïåêòðàëíàòà íîðìà.
Çà N ≥M > 0, îçíà÷àâàì ñ [M,∞), (M,∞) è [M,N ] ìíîæåñòâàòà îò ìàòðèöè
{X : X ≥M}, {X : X > M} è {X :M ≤ X ≤ N}, ñúîòâåòíî.

2 Ïðåäâàðèòåëíè ðåçóëòàòè

Â òàçè òî÷êà ïðåäñòàâÿì íÿêîè ðåçóëòàòè, êîèòî ñà ïîëó÷åíè â [10, 11, 12].
Áåðçèã è äð. [11] ïðåäëàãàò èòåðàöèîíåí ìåòîä è äàâàò óñëîâèÿ, çàâèñåùè îò äâà

ïàðàìåòúðà, ïðè êîèòî ðàçãëåäàíèÿò ìåòîä å ñõîäÿù êúì ïîëîæèòåëíî îïðåäåëî ðå-
øåíèå íà óðàâíåíèå (2). Òå ïðåäïîëàãàò, ÷å çà ìàòðèöèòå A è B ñúùåñòâóâàò ÷èñëà
β > α > 0, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(3)

1. 1
α
A∗A+ αI ≤ Q ≤ βI,

2. βA∗A− αB∗B ≤ αβ(Q− αI),
3. βB∗B − αA∗A ≤ αβ(βI −Q),
4. A∗A < α2

2
I, B∗B < α2

2
I.

Òåîðåìà 2.1 [11, Theorem 3.1.] Àêî ÷èñëàòà β > α > 0 óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà
(3) òî:

(I) óðàâíåíèåòî (2) èìà åäèíñòâåíî ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíî ðåøåíèå Xu ∈ [αI,∞);

(II) Xu ∈ [Q+ 1
β
B∗B − 1

α
A∗A, Q+ 1

α
B∗B − 1

β
A∗A];

(III) ðåäèöèòå {Xk} è {Yk}, ãåíåðèðàíè îò èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ

(4)


X0 = αI, Y0 = βI,

Xk+1 = Q− A∗X−1k A+B∗Y −1k B, k = 0, 1, . . .

Yk+1 = Q− A∗Y −1k A+B∗X−1k B,

ñà ñõîäÿùè êúì Xu è ãðåøêàòà å

max{‖Xn −Xu‖tr, ‖Yn −Xu‖tr} ≤
δn

1− δ
max{‖X1 −X0‖tr, ‖Y1 − Y0‖tr},

êúäåòî 0 < δ < 1.

Â òåîðåìàòà îçíà÷åíèåòî ‖ · ‖tr, ñå ðàçáèðà ‖A‖tr =
∑n

j=1 σj(A), êúäåòî σj(A) ñà
ñèíãóëÿðíèòå ñòîéíîñòòè íà ìàòðèöàòà A.

Òåîðåìà 2.2 [11, Theorem 3.2.] Ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèå (2) ïðè Q = I. Íåêà

1. 0 < α ≤ 1
2

2. β ≥ 1 + α
2

3. A∗A < α2

2
I, B∗B < α2

2
I.
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Òîãàâà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà îò (I) äî (III) íà Òåîðåìà 2.1.

Äóàí è äð. [10] äîêàçâàò ñúùàòà òåîðåìà ñ íà÷àëíè ïðèáëèæåíèÿ α = 1
2
è β = 5

4
.

Â [12] À. Àëè è Â. Õàñàíîâ ïîäîáðÿâàò óñëîâèÿòà çà ñúùåñòâóâàíå íà ïîëîæèòåëíî
îïðåäåëåíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèå (1) â Òåîðåìà 2.2.

Òåîðåìà 2.3 [12, Theorem 3.1.] Íåêà

ξ =
√
2max{‖A‖, ‖B‖}, η =

1 +
√

1− 4‖A‖2
2

, θ = 1 +
ξ

2
.

Àêî ξ < 2
3
, òîãàâà:

(I) óðàâíåíèå (1) â (ξI,∞) èìà åäèíñòâåíî ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíî ðåøåíèå X̂;

(II) X̂ ∈ [I + 1
θ
B∗B − 1

η
A∗A, I + 1

η
B∗B − 1

θ
A∗A] ⊂ [ηI, θI];

(III) ìàòðè÷íèòå ðåäèöè {Xk} è {Yk}, äåôèíèðàíè îò (4) ïðè Q = I è íà÷àëíè

ïðèáëèæåíèÿ X0 = µI è Y0 = υI, êúäåòî µ ∈ (ξ, η] è υ ≥ θ, ñà ñõîäÿùè êúì X̂.
Îñâåí òîâà

max{‖Xk − X̂‖, ‖Yk − X̂‖} ≤ qk‖Y0 −X0‖,

êúäåòî q = ( ξ
µ
)2 < 1.

Òåîðåìà 2.4 [12, Theorem 3.2.] Àêî ñúùåñòâóâàò ÷èñëà β > α > 0, óäîâëåòâîðÿâà-
ùè óñëîâèÿòà

1. βA∗A− αB∗B ≤ αβ(1− α)I,

2. βB∗B − αA∗A ≤ αβ(β − 1)I,

3. ‖A‖2 + ‖B‖2 < α2,

òîãàâà óðàâíåíèåòî (1) â [αI, βI] èìà åäèíñòâåíî ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíî ðåøåíèå

X̂. Ìàòðè÷íèòå ðåäèöè {Xk} è {Yk} äåôèíèðàíè îò (4) ïðè Q = I è íà÷àëíè ïðèáëè-

æåíèÿ X0 = αI, Y0 = βI ñà ñõîäÿùè êúì X̂ è ãðåøêàòà ñå äàâà îò

max{‖Xk − X̂‖, ‖Yk − X̂‖} ≤ δk‖Y0 −X0‖,

êúäåòî

δ =
‖A‖2 + ‖B‖2

a2
.

3 Îñíîâíè ðåçóëòàòè

Æàí (Zhan) â [5] ïðåäëàãà èòåðàöèîíåí ìåòîä çà íàìèðàíå íà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíî
ðåøåíèe íà óðàâíåíèåòî X + A∗X−1A = I (ò.å. óðàâíåíèå (1) ïðè B = 0), ïðè êîéòî
ñå èçáÿãâà îáðúùàíå íà ìàòðèöà. Ïî-êúñíî Ãóî è Ëàíêàñòåð [6] ïîäîáðÿâàò ìåòîäà íà
Æàí.

Ñëåäâàéêè èäåÿòà íà Æàí [5] è íîâîòî ïðåäëîæåíèå íà Ãóî è Ëàíêàñòåð [6] ìîäè-
ôèöèðàì èòåðàöèîííèÿ ìåòîä (4), ïðè êîéòî ñå ïåñòè åäíî îáðúùàíå íà ìàòðèöà.
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Ëåìà 3.1 [5, Lemma 3.2.] Àêî C è P ñà Åðìèòîâè ìàòðèöè è P > 0, òî
CPC + P−1 ≥ 2C.

Òåîðåìà 3.1 Íåêà ÷èñëàòà β > α > 0, óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà 1., 2. è 3. íà Òåî-
ðåìà 2.4. Ìàòðè÷íèòå ðåäèöè {Xk}, {Yk} è {Zk} äåôèíèðàíè îò èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ

(5)


Zk+1 = Zk(2I − YkZk)
Xk+1 = I − A∗X−1k A+B∗Zk+1B, k = 0, 1, . . .

Yk+1 = I − A∗Zk+1A+B∗X−1k B,

ñ íà÷àëíè ïðèáëèæåíèÿ X0 = αI, Y0 = βI è Z0 = 1
β
I, ñà ñõîäÿùè êúì ðåøåíèåòî

X̂ ∈ [αI, βI].

Äîêàçàòåëñòâî:
Ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.4, ðåøåíèåòî X̂ ñúùåñòâóâà. Ïúðâî ùå äîêàæåì ìîíîòîííîñò

íà ðåäèöèòå. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

Z1 = Z0(2I − Y0Z0) =
1

β
(2I − β 1

β
I) =

1

β
I = Z0

Èçïîëçâàéêè óñëîâèÿòà 1. è 2. çà ÷èñëàòà β > α > 0 èìàìå

X1 = I − A∗X−10 A+B∗Z1B = I − A∗A

α
+
B∗B

β
≥ αI = X0

è

Y1 = I − A∗Z1A+B∗X−10 B = I − A∗A

β
+
B∗B

α
≤ βI = Y0.

Äîïóñêàìå, ÷å

αI = X0 ≤ X1 ≤ · · · ≤ Xk, βI = Y0 ≥ Y1 ≥ · · · ≥ Yk è
1

β
I = Z0 ≤ Z1 ≤ · · · ≤ Zk

Ñúãëàñíî (5) è Ëåìà 3.1 èìàìå

(6) Zk+1 = 2Zk − ZkYkZk ≤ Y −1k , k = 0, 1, . . . .

Îòòóê è èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ïîëó÷àâàìå:

Zk+1 − Zk = Zk − ZkYkZk = Zk(Z
−1
k − Yk)Zk

≥ Zk(Yk−1 − Yk)Zk ≥ 0;

Xk+1 −Xk = −A∗X−1k A+B∗Zk+1B + A∗X−1k−1A−B
∗ZkB

= A∗(X−1k−1 −X
−1
k )A+B∗(Zk+1 − Zk)B ≥ 0

è

Yk+1 − Yk = −A∗Zk+1A+B∗X−1k B + A∗ZkA−B∗X−1k−1B
= A∗(Zk − Zk+1)A+B∗(X−1k −X

−1
k−1)B ≤ 0.
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Ñëåäîâàòåëíî

αI ≤ Xk ≤ Xk+1, βI ≥ Yk ≥ Yk+1,
1

β
I ≤ Zk ≤ Zk+1, k = 0, 1, . . . .

Ñëåäâà äà äîêàæåì îãðàíè÷åíîñò íà ðåäèöèòå {Xk}, {Yk} è {Zk}. Çà {Xk} è {Yk}
èìàìå 0 < αI = X0 < Y0 = βI. Äîïóñêàìå, ÷å

0 < αI = X0 ≤ . . . ≤ Xk ≤ Yk ≤ Yk−1 ≤ . . . ≤ Y0 = βI.

Îòòóê, (5) è (6) ñëåäâà

Xk+1 − Yk+1 = −A∗X−1k A+B∗Zk+1B + A∗Zk+1A−B∗X−1k B

= A∗(Zk+1 −X−1k )A+B∗(Zk+1 −X−1k )B

≤ A∗(Y −1k −X−1k )A+B∗(Y −1k −X−1k )B ≤ 0.

Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöèòå {Xk} è {Yk} ñà îãðàíè÷åíè è ñõîäÿùè. Îò îãðàíè÷åíîñòòà
íà {Yk} è (6) ñëåäâà è îãðàíè÷åíîñòòà è ñõîäèìîñòòà íà {Zk}.

Íåêà limk→∞Xk = X, limk→∞ Yk = Y è limk→∞ Zk = Z. Îò (5) ïîëó÷àâàìå ïîñëå-
äîâàòåëíî Z = Y −1 è ∣∣∣∣ X = I − A∗X−1A+B∗Y −1B

Y = I − A∗Y −1A+B∗X−1B.

Ïðåñìÿòàìå

‖X − Y ‖ = ‖A∗(Y −1 −X−1)A+B∗(Y −1 −X−1)B‖
≤ (‖A‖2 + ‖B‖2)‖Y −1‖‖X−1‖‖X − Y ‖

≤ ‖A‖2 + ‖B‖2

α2
‖X − Y ‖.

Ïî óñëîâèå 3. íà Òåîðåìà 2.4 èìàìå ‖A‖
2+‖B‖2
α2 < 1. Ñëåäîâàòåëíî ‖X − Y ‖ = 0, ò.å.

X ≡ Y ≡ X̂.

4 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè

Ùå òåñòâàì íîâèÿ ìåòîä (5) ñúñ ñúùèòå ïðèìåðè îò [12] è ùå ñðàâíÿ ðåçóëòàòèòå ñ òåçè
çà ìåòîä (4) ïðè Q = I. Çà ñòîï êðèòåðèé èçïîëçâàìå ‖Yk − Xk‖ ≤ 10−10. Îñâåí òîâà
âúâåæäàì ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:

• k å íàé-ìàëêèÿ áðîé èòåðàöèè, çà êîéòî ñòîï êðåòèðèÿò å óäîâëåòâîðåí;

• res1 = R(Xk) = ‖Xk + A∗X−1k A−B∗X−1k B − I‖;

• res2 = R(Yk) = ‖Yk + A∗Y −1k A−B∗Y −1k B − I‖;

• res = R(X̃k) = ‖X̃k + A∗X̃−1k A−B∗X̃−1k B − I‖, êúäåòî X̃k = (Xk + Yk)/2.

Ïðèìåð 4.1 Ðàçãëåæäàì óðàâíåíèå (1) ñ

A =
1

20

 2 1 0
3 4 5
1 0 6

 , B =
1

20

 1 0 3
1 2 4
3 2 4

 .
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Çà òîçè ïðèìåð ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 2.3 è

ξ =
√
2‖A‖ = 0.6255 <

2

3
, η =

1 +
√

1− 4‖A‖2
2

= 0.7332, θ = 1 +
ξ

2
.

Ïàðàìåòðèòå α è β â íà÷àëíèòå ïðèáëèæåíèÿ è íà äâàòà ìåòîäà (4) è (5) ñà ñúîòâåòíî
α = η, β = θ. Ñ íîâèÿ ìåòîä (5) ñòîï êðèòåðèÿ ñå óäîâëåòâîðÿâà íà äåâåòíàäåñåòàòà
èòåðàöèÿ è ïîëó÷àâàìå

X19 ≈ Y19 ≈

 0.9927 −0.0150 −0.0050
−0.0150 0.9772 −0.0098
−0.0050 −0.0098 0.9474

 .

Â Òàáëèöà 1 ñà äàäåíè ðåçóëòàòèòå îò åêñïåðèìåíòà çà Ïðèìåð 4.1.

Òàáëèöà 1: ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà Ïðèìåð 4.1
Ìåòîä k ‖Yk −Xk‖ res1 res2 res
(4) 19 3.0965e− 11 1.5380e− 11 1.5380e− 11 1.1173e− 16
(5) 19 4.7753e− 11 2.3719e− 11 2.3719e− 11 1.1173e− 17

Ïðèìåð 4.2 Ðàçãëåæäàì óðàâíåíèå (1) ñ

A =
1

50


1 5 3 2
−1 −6 3 4
−4 3 7 5
1 8 2 1

 , B =
1

50


7 9 6 8
7 5 8 3
9 8 6 7
11 5 9 3

 .

Çà òîçè ïðèìåð óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 2.4 ñå óäîâëåòâîðÿâàò ïðè α = 2
3
è

β = 5
3
. Ñúùèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå α è β â íà÷àëíèòå ïðèáëèæåíèÿ ñà èçïîëçâàíè

è ïðè åêñïåðèìåíòà ñ äâàòà ìåòîäà. Ñ ìåòîä (5) ñòîï êðèòåðèÿ ñå óäîâëåòâîðÿâà íà
øåñòíàäåñåòàòà èòåðàöèÿ è ïîëó÷àâàìå

X16 ≈ Y16 ≈ X̂ ≈


1.0932 0.0697 0.0937 0.0635
0.0697 1.0103 0.0499 0.0503
0.0937 0.0499 1.0486 0.0261
0.0635 0.0503 0.0261 1.0269

 .

Ðåçóëòàòèòå ñà ïîñî÷åíè â Òàáëèöà 2

Òàáëèöà 2: ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà Ïðèìåð 4.2
Ìåòîä k ‖Yk −Xk‖ res1 res2 res
(4) 16 5.6222e− 11 3.4109e− 11 3.2877e− 11 6.2372e− 13
(5) 16 9.4687e− 11 5.6399e− 11 5.6417e− 11 9.0436e− 15
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