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3. Íåïðåêúñíàòoñò íà

�óíêöèÿ. Ñâîéñòâà íà

íåïðåêúñíàòèòå �óíêöèè â

çàòâîðåí èíòåðâàë

3.1. Íåïðåêúñíàòoñò íà �óíêöèÿ

â òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå. Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å äå-
�èíèðàíà â èíòåðâàëà (a, b) è x0 ∈ (a, b). Ôóí-
êöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à íåïðåêúñíàòà â òî÷-

êàòà x0 , àêî ñúùåñòâóâà êðàéíàòà ãðàíèöà

limx→x0
f(x) è òàçè ãðàíèöà å ðàâíà íà ñòîé-

íîñòòà íà �óíêöèÿòà â òî÷êàòà x0:

lim
x→x0

f(x) = f(x0) . (1)

Ôóíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à íåïðåêúñíàòà â

èíòåðâàëà (a, b), àêî òÿ å íåïðåêúñíàòà âúâ

âñÿêà òî÷êà x îò òîçè èíòåðâàë. �åîìåòðè÷-

íî òîâà îçíà÷àâà, ÷å íèå ìîæåì äà íà÷åðòàåì

ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà â òîçè èíòåðâàë áåç

äà îòäåëÿìå ìîëèâà îò õàðòèÿòà.

Îêàçâà ñå, ÷å âñè÷êà îñíîâíà åëåìåíòàðíà

�óíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà âúâ âñåêè èíòåðâàë,

âêëþ÷âàù ñå â äå�èíèöèîííàòà �è îáëàñò.

Ôóíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à ïðåêúñíàòà â

òî÷êàòà x0 îò èíòåðâàëà (a, b), â êîéòî òÿ å

äå�èíèðàíà, àêî �óíêöèÿòà íå å íåïðåêúñíà-

òà â òàçè òî÷êà. �åîìåòðè÷íî òîâà îçíà÷àâà,

÷å çà äà íà÷åðòàåì ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà

â èíòåðâàëà (a, b)) íèå òðÿáâà äà îòäåëèì ìî-

ëèâà îò õàðòèÿòà â òî÷êàòà M0(x0, f(x0)).
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Ôèã. 1

Ïðèìåðè. 1. Ôóíêöèÿòà f(x) = |x|, ãðà-
�èêàòà íà êîÿòî å ïîêàçàíà íà �èã. 1, å íåï-

ðåêúñíàòà â öÿëàòà ñè äå�èíèöèîííà îáëàñò

� èíòåðâàëúò (−∞,+∞). Â ÷àñòíîñò, òÿ å

íåïðåêúñíàòà è â òî÷êàòà x0 = 0, òúé êàòî

ãðàíèöàòà lim
x→0

f(x) = lim
x→0

|x| = 0 è ñòîéíîñòòà

f(0) = |0| = 0 íà �óíêöèÿòà ñà ðàâíè.
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Ôèã. 2

2. Äà ðàçãëåäàìå �óíêöèÿòà

f(x) =

{

1, àêî x 6= 0,

0, àêî x = 0.

Çà òàçè �óíêöèÿ ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

1 = 1, íî òÿ å ðàçëè÷íà îò ñòîé-

íîñòòà f(0) = 0 íà �óíêöèÿòà. ñëåäîâàòåëíî

�óíêöèÿòà å ïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 = 0, âæ.
�èã. 2. Âúâ âñè÷êè îñòàíàëè òî÷êè îò èíòåð-

âàëà (−∞,+∞) �óíêöèÿòà å íåïðåêúñíàòà.
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Ôèã. 3

3. Äà ðàçãëåäàìå ñåãà òàêà íàðå÷åíàòà èì-

ïóëñíà �óíêöèÿ

f(t) =

{

0, àêî t < 0,

1, àêî t ≥ 0.

Çà åäíîñòðàííèòå ãðàíèöè íà òàçè �óíêöèÿ â

òî÷êàòà t0 = 0 èìàìå lim
t→0−0

f(t) = lim
t→0−0

0 = 0 è

lim
t→0+0

f(t) = lim
t→0+0

1 = 1. Òúé êàòî òå íå ñà ðàâ-

íè, òî íå ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà íà �óíêöèÿòà

â òàçè òî÷êà (âæ. òåîðåìà 5.1). Ñëåäîâàòåë-

íî �óíêöèÿòà å ïðåêúñíàòà â òî÷êàòà t0 = 0,
âæ. �èã. 3. Çàáåëÿçâàìå, ÷å äÿñíàòà ãðàíèöà

lim
t→0+0

f(t) å ðàâíà íà ñòîéíîñòòà f(0) = 1 íà
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�óíêöèÿòà. Àêî ñå ïîëó÷è àíàëîãè÷íà ñèòó-

àöèÿ çà åäíà �óíêöèÿ f(x) â òî÷êà x0, �óíê-

öèÿòà ñå íàðè÷à íåïðåêúñíàòà îòäÿñíî â òàçè

òî÷êà.
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4. Äà ðàçãëåäàìå íàêðàÿ �óíêöèÿòà

f(x) =







x, àêî x ≤ 0,

1

x
, àêî x > 0.

Äÿñíàòà ãðàíèöà íà �óíêöèÿòà â òî÷êàòà

x0 = 0 å áåçêðàéíà: lim
x→0+0

f(x) = lim
x→0+0

1

x
=

+∞, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å �óíêöèÿòà íå ìîæå äà

èìà êðàéíà ãðàíèöà â òàçè òî÷êà, âæ. �èã. 4.

Ñëåäîâàòåëíî �óíêöèÿòà å ïðåêúñíàòà â òî÷-

êàòà x0 = 0. Çàáåëÿçâàìå, ÷å ëÿâàòà ãðàíèöà

lim
x→0−0

f(x) = lim
x→0−0

x = 0 å ðàâíà íà ñòîéíîñòòà

f(0) = 0 íà �óíêöèÿòà. Àêî ñå ïîëó÷è àíàëî-

ãè÷íà ñèòóàöèÿ çà åäíà �óíêöèÿ â òî÷êà x0,

�óíêöèÿòà ñå íàðè÷à íåïðåêúñíàòà îòëÿâî â

òàçè òî÷êà.

Íàêðàÿ ùå îòáåëåæèì, ÷å àêî äâå �óíêöèè

f(x) è g(x) ñà íåïðåêúñíàòè â òî÷êà x0,òî òÿõ-

íàòà ñóìà, ðàçëèêà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíî ñà

ñúùî íåïðåêúñíàòè â òàçè òî÷êà. (Çà ÷àñò-

íîòî

f(x)

g(x)
èçèñêâàìå g(x0) 6= 0.). Ñúùî òàêà

êîìïîçèöèÿòà íà íåïðåêúñíàòè �óíêöèè å îò-

íîâî íåïðåêúñíàòà �óíêöèÿ.

3.2. Ñâîéñòâà íà íåïðåêúñíàòèòå

�óíêöèè â çàòâîðåí èíòåðâàë.

Òåîðåìà íà Áîëöàíî-Êîøè. Íåêà �óíê-

öèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíèÿ èí-

òåðâàë [a, b] è ïðèåìà ñòîéíîñòè ñ ðàçëè÷íè

çíàöè â êðàèùàòà ìó a è b (èëè, åêâèâàëåíò-

íî, f(a) f(b) < 0). Òîãàâà ñúùåñòâóâà òî÷êà

x0, íàìèðàùà ñå â èíòåðâàëà (a, b), çà êîÿòî

f(x0) = 0.
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Çàêëþ÷åíèåòî íà òàçè òåîðåìà îòðàçÿâà

î÷åâèäíèÿ ãåîìåòðè÷åí �àêò, ÷å ãðà�èêàòà

íà �óíêöèÿòà òðÿáâà äà ïðåñå÷å àáñöèñíàòà

îñ Ox, âæ. �èã. 5. Òî îçíà÷àâà ñúùî, ÷å

ïðè íàïðàâåíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ óðàâíåíèåòî

f(x) = 0 èìà ðåøåíèå â èíòåðâàëà [a, b].
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Ñëåäñòâèå. (Òåîðåìà çà ïðåìèíàâà-

íå íà íåïðåêúñíàòà �óíêöèÿ ïðåç âñÿêà

ñâîÿ ìåæäèííà ñòîéíîñò.) Àêî �óíêöèÿ-

òà f(x) å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b], òî
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çà âñÿêî ÷èñëî µ, íàìèðàùî ñå ìåæäó f(a) è
f(b), ìîæå äà ñå íàìåðè òàêàâà òî÷êà x0 â

èíòåðâàëà (a, b), çà êîÿòî f(x0) = µ.

Äî òàçè òåîðåìà äîñòèãàìå âåäíàãà, àêî ïðè-

ëîæèì òåîðåìàòà íà Áîëöàíî-Êîøè çà �óíê-

öèÿòà g(x) = f(x) − µ, âæ. �èã. 6. Î÷åâèäíî

òåçè äâå òåîðåìè ñà åêâèâàëåíòíè.

Ïúðâà òåîðåìà íà Âàåðùðàñ. Àêî �óíê-

öèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíèÿ èí-

òåðâàë [a, b], òÿ å îãðàíè÷åíà â òîçè èíòåð-

âàë.

Îïðåäåëåíèå. Êàçâà ñå, ÷å �óíêöèÿòà

f(x) èìà íàé-ìàëêà (íàé-ãîëÿìà) ñòîé-

íîñò â ïîäìíîæåñòâîòî G îò äè�åíè-

öèîííàòà �è îáëàñò, àêî ñúùåñòâóâà òàêà-

âà òî÷êà xL (òî÷êà xU), ÷å çà âñÿêà òî÷êà

x ∈ G äà å èçïúëíåíî

f(x) ≥ f(xL) ( f(x) ≤ f(xU) ) .

Ñòîéíîñòòà f(xL) íàðè÷à íàé-ìàëêà

ñòîéíîñò (èëè àáñîëþòåí ìèíèìóì)

íà �óíêöèÿòà â ìíîæåñòâîòî G è ñå îç-

íà÷àâà ñ min
G

f(x), à ñòîéíîñòòà f(xU) �

íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò (èëè àáñîëþòåí

ìàêñèìóì) â òîâà ìíîæåñòâî è ñå îçíà-

÷àâà ñ max
G

f(x), ò.å. min
G

f(x) = f(xL) è

max
G

f(x) = f(xU).
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Âòîðà òåîðåìà íà Âàåðùðàñ. Àêî �óíê-

öèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíèÿ èí-

òåðâàë [a, b], òÿ èìà íàé-ìàëêà è íàé-ãîëÿìà

ñòîéíîñò â òîçè èíòåðâàë.
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