
Êð. Ä. Öâÿòêîâ Ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè - îñíîâíè ïîíÿòèÿ, ãðàíèöà è íåïðåêúñíàòîñò

1. Ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè - îñíîâíè ïîíÿòèÿ, ãðàíèöà è

íåïðåêúñíàòîñò

Ôóíêöèèòå íà n íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè ñå äå�èíèðàò âúðõó ìíîæåñòâà îò òî÷êè â n-ìåðíîòî

åâêëèäîâî êîîðäèíàòíî ïðîñòðàíñòâî, ÿâÿâàùî ñå îáîáùåíèå íà ïîçíàòîòî íè ðåàëíî òðèìåðíî

ïðîñòðàíñòâî. Äà íàïîìíèì, ÷å àêî M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2) ñà äâå òî÷êè îò òîâà ïðîñò-

ðàíñòâî, òî ðàçñòîÿíèåòî ρ(M1,M2) ìåæäó òÿõ ñå îïðåäåëÿ ïî �îðìóëàòà

ρ(M1,M2) =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2 . (1)

1.1. Ïîíÿòèå çà �óíêöèÿ íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåêà D ⊂ R
n
å ìíîæåñòâî îò òî÷êè â n-ìåðíîòî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñ-

òâî R
n
è íà âñÿêà òî÷êà M(x1, x2, . . . , xn) îò D ïî íÿêàêúâ çàêîí (ïðàâèëî) f å ñúïîñòàâåíî

åäèíñòâåíî ðåàëíî ÷èñëî u. Òîçè çàêîí f ñå íàðè÷à �óíêöèÿ, äå�èíèðàíà â ìíîæåñòâîòî D.
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Ôèã. 1.1

Òîãàâà çàïèñâàìå u = f(M) èëè u =
f(x1, x2, . . . , xn), èëè îùå u = f(x), êúäåòî x =
(x1, x2, . . . , xn). Èçïîëçâàò ñå ñúùî è îçíà÷åíèÿòà
u = u(M), u = u(x1, x2, . . . , xn) è u = u(x). Êàçâà
ñå îùå, ÷å f å èçîáðàæåíèå íà D â R.

Ìíîæåñòâîòî D ñå íàðè÷à äå�èíèöèîííà îá-

ëàñò íà �óíêöèÿòà f . Êîîðäèíàòíèòå ïðî-

ìåíëèâè x1, x2, . . . , xn ñå íàðè÷àò íåçàâèñè-

ìè ïðîìåíëèâè (èëè àðãóìåíòè), à ÷èñëîòî

u = f(M), ñúîòâåòñòâàùî íà äàäåíà òî÷-

êà M , ñòîéíîñò íà �óíêöèÿòà f â òî÷êà-

òà M èëè îáðàç íà òî÷êàòà M ïðè èçîá-

ðàæåíèåòî f . Ìíîæåñòâîòî îò ÷èñëà R =
= { f(M) |M ∈ D }, ñúñòîÿùî ñå îò âñè÷êè ñòîé-

íîñòè íà �óíêöèÿòà f , êîèòî ñå ïîëó÷àâàò, êîãàòî òî÷êàòàM ïðîáÿãâà äå�èíèöèîííàòà îáëàñò

D, ñå íàðè÷à ìíîæåñòâî îò ñòîéíîñòè íà �óíêöèÿòà f èëè îáðàç íà ìíîæåñòâîòî D ïðè

èçîáðàæåíèåòî f .

Çà �óíêöèÿ z = f(x, y) íà äâåòå ïðîìåíëèâè x è y äàäåíîòî îïðåäåëåíèå å âèçóàëèçèðàíî

÷ðåç äèàãðàìàòà íà �èã. 1.1. Äå�èíèöèîííàòà îáëàñò D íà �óíêöèÿòà å ìíîæåñòâî îò òî÷êè

â ðàâíèíàòà Oxy, à ñòîéíîñòèòå �è ñà ïðåäñòàâåíè íà äèàãðàìàòà êàòî òî÷êè îò îñòà Oz. Íà

ñòîéíîñòòà f(x, y) ìîæåì äà ãëåäàìå íàïðèìåð êàòî íà òåìïåðàòóðàòà â òî÷êà M(x, y) îò ìå-

òàëíà ïëàñòèíà ñ �îðìàòà íà D. Òîãàâà ñå êàçâà, ÷å âúðõó D å äå�èíèðàíî òåìïåðàòóðíîòî

ïîëå u = f(M). Ïî-îáùî, àêî â åäíî ìíîæåñòâî D å äå�èíèðàíà �óíêöèÿ u = f(x1, x2, . . . , xn),
òîãàâà ñå êàçâà îùå, ÷å â D å äå�èíèðàíî ñêàëàðíî ïîëå u = f(M). Â ñëó÷àèòå n = 2 èëè

n = 3 òîâà ïîëå ìîæå äà èìà ÿñåí �èçè÷åñêè ñìèñúë, íàïðèìåð äà áúäå òåìïåðàòóðíîòî ïîëå,

ïîëåòî íà åëåêòðè÷åñêèÿ ïîòåíöèàë è äð.

�ðà�èêàòà íà �óíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà y = f(x) (x ∈ D ⊂ R) å îáèêíîâåíî ëèíèÿ â

ðàâíèíàòà Oxy. �ðà�èêàòà Γ íà �óíêöèÿ z = f(x, y) íà äâå ïðîìåíëèâè x è y å îáèêíîâåíî

ïîâúðõíèíà â òðèìåðíîòî Oxyz, ñúñòîÿùà ñå îò âñè÷êè òî÷êè N(x, y, f(M)), êîèòî ñå ïîëó÷à-
âàò, êîãàòî òî÷êàòà M(x, y) ñå èçìåíÿ â ìíîæåñòâîòî D, ò.å.

Γ =
{

N(x, y, f(M)) ∈ R
3 |M(x, y) ∈ D

}

.

Òîãàâà òî÷êàòà M ïðåäñòàâëÿâà ïðîåêöèÿòà íà N âúðõó êîîðäèíàòíàòà ðàâíèíà Oxy. Óðàâ-

íåíèåòî íà òàçè ïîâúðõíèíà å ñàìîòî óðàâíåíèå z = f(x, y), ÷ðåç êîåòî àíàëèòè÷íî ñå çàäàâà
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�óíêöèÿòà. Íàïðèìåð ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà z = x2 + y2 å ðîòàöèîíåí ïàðàáîëîèä (ïîâúð-

õíèíàòà, êîÿòî ñå îïèñâà íàïðèìåð îò ïàðàáîëàòà z = x2 ïðè âúðòåíåòî �è îêîëî îñòà Oz), âæ.

�èã. 1.2(a). Òàçè �óíêöèÿ å äå�èíèðàíà â öÿëàòà ðàâíèíà R
2
. Àêî �óíêöèÿòà å íà ïîâå÷å îò

äâå ïðîìåíëèâè, íåéíàòà ãðà�èêà ñå äå�èíèðà ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí, íî òÿ âå÷å å âúîáðàæà-

åìà ïîâúðõíèíà, íàðå÷åíà õèïåðïîâúðõíèíà, êîÿòî çà �óíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè ñå íàìèðà â

ïðîñòðàíñòâîòî R
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Ôèã. 1.2

Ïîâåäåíèåòî íà åäíà �óíêöèÿ f(x, y) íà äâå ïðîìåíëèâè ìîæå äà ñå âèçóàëèçèðà ñúùî è ïî

ñëåäíèÿ íà÷èí. Äà ïðåñå÷åì ìèñëåíî ãðà�èêàòà �è ñ ðàâíèíè, ïåðïåíäèêóëÿðíè íà àïëèêàòíàòà

îñOz. Çà òî÷êèòå îò òåçè ðàâíèíè z-êîîðäèíàòàòà å ïîñòîÿííà: z = C. Òîãàâà, àêî ïðîåêòèðàìå

ïðåñå÷íèòå ëèíèè íà òåçè ðàâíèíè ñ ïîâúðõíèíàòà z = f(x, y) (ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà) âúðõó
êîîðäèíàòíàòà ðàâíèíà Oxy, ùå ïîëó÷èì ëèíèè, âúðõó âñÿêà îò êîèòî �óíêöèÿòà èìà åäíà è

ñúùà ñòîéíîñò C. Ïîëó÷àâàíåòî íà òåçè ëèíèè å èëþñòðèðàíî íà �èã. 1.2(á) çà �óíêöèÿòà

z = x2 + y2.

Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíèÿ íà íèâî çà �óíêöèÿòà z = f(x, y) ñå íàðè÷à ìíîæåñòâîòî îò

âñè÷êè òî÷êè M(x, y) ∈ D, â êîèòî �óíêöèÿòà èìà åäíà è ñúùà ñòîéíîñò C. Òîâà îçíà÷àâà,

÷å f(x, y) = C å óðàâíåíèåòî íà òàçè ëèíèÿ â ðàâíèíàòà Oxy.

Ñúâêóïíîñòòà îò òåçè ëèíèè ïðåäñòàâëÿâà �êàðòàòà� íà ñêàëàðíîòî ïîëå u = f(M). Òîâà

ïðåäñòàâÿíå íà �óíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè ïðîèçëèçà îò êàðòîãðà�èÿòà, êúäåòî íà êàðòàòà íà

äàäåíà ìåñòíîñò ñà ñúåäèíåíè òî÷êè ñ åäíà è ñúùà íàäìîðñêà âèñî÷èíà. Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí,

àêî ñå ñúåäèíÿò òî÷êèòå ñ åäíà è ñúùà òåìïåðàòóðà èëè àòìîñ�åðíî íàëÿãàíå, ïîëó÷àâàò

ñå ëèíèè, íàðå÷åíè â ìåòåîðîëîãèÿòà ñúîòâåòíî èçîòåðìè è èçîáàðè. Çà äà ñå ïîëó÷è ïî-

íàãëåäíà ïðåäñòàâà çà ïîâåäåíèåòî íà �óíêöèÿòà, çà êîíñòàíòàòà C ñå èçáèðàò îáèêíîâåíî

ñòîéíîñòè C1, C2, . . . , Cp, îáðàçóâàùè àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñúñ çàäàäåíà ðàçëèêà h = Cj+1 −
Cj, j = 1, . . . , p−1. Òàì, êúäåòî ëèíèèòå íà íèâî ñà ðàçïîëîæåíè ïî-íàãúñòî, òàì �óíêöèÿòà ñå

èçìåíÿ ïî-áúðçî (òîãàâà ãðà�èêàòà �è å �ïî-ñòðúìíà� ), à íà òåçè ìåñòà, êúäåòî òå ñà ïî-íàðÿäêî,

�óíêöèÿòà ñå èçìåíÿ ïî-áàâíî (ãðà�èêàòà �è å �ïî-ïîëåãàòà� ).

Çà �óíêöèÿòà f(x, y) = x2 + y2 íàìèðàíåòî íà ëèíèèòå íà íèâî å åëåìåíòàðíî. Òúé êàòî

f(x, y) = C ⇔ x2 + y2 = C ⇔ x2 + y2 = r2, êúäåòî r =
√
C, òåçè ëèíèè ñà êîíöåíòðè÷íè

îêðúæíîñòè ñ ðàäèóñ r è öåíòúð â êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî O(0, 0), âæ. �èã. 1.2(á).
Ïî íàïúëíî àíàëîãè÷åí íà÷èí çà �óíêöèÿ u = f(x, y, z) íà òðè ïðîìåíëèâè ñå âúâåæäàò
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ïîâúðõíèíè, âúðõó êîèòî �óíêöèÿòà ïðèåìà åäíà è ñúùà ñòîéíîñò C, ò.å. ïîâúðõíèíè ñ óðàâ-

íåíèÿ f(x, y, z) = C, íàðå÷åíè ïîâúðõíèíè íà íèâî. Íàïðèìåð, òúé êàòî x2 + y2 + z2 = C ⇔
x2 + y2 + z2 = (

√
C)2 (C ≥ 0), òî ïîâúðõíèíèòå íà íèâî çà �óíêöèÿòà f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

ñà êîíöåíòðè÷íè ñ�åðè ñ ðàäèóñè r =
√
C è öåíòðîâå â êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî O(0, 0, 0).

1.2. Íÿêîè ìíîæåñòâà îò òî÷êè â ïðîñòðàíñòâîòî R
n
. Íåêà òî÷êàòà M0 ∈ R

n
, à R

å ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Äà âúâåäåì ïúðâî íÿêîè ÷åñòî ñðåùàíè ìíîæåñòâà ïðè èçó÷àâàíå íà

�óíêöèèòå íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè.

1. Ìíîæåñòâîòî

U(M0, R) = {M ∈ R
n | ρ(M,M0) < R} , (2)

ò.å. ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè M â ïðîñòðàíñòâîòî R
n
, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèåòî

ρ(M,M0) < R, ñå íàðè÷à îòâîðåíî n-ìåðíî êúëáî ñ ðàäèóñ R è öåíòúð â òî÷êàòà M0.

Îòâîðåíîòî n-ìåðíî êúëáî U(M0, δ) ñ ðàäèóñ δ è öåíòúð â òî÷êàòà M0 ñå íàðè÷à δ-

îêîëíîñò íà òî÷êàòà M0.

2. Ìíîæåñòâîòî

S(M0, R) = {M ∈ R
n | ρ(M,M0) = R} , (3)

ò.å. ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè M â ïðîñòðàíñòâîòî R
n
, îòäàëå÷åíè íà åäíî è ñúùî ðàçñòî-

ÿíèå R îò òî÷êàòà M0, ñå íàðè÷à n-ìåðíà ñ�åðà ñ ðàäèóñ R è öåíòúð â òî÷êàòà M0.

3. Ìíîæåñòâîòî

U(M0, R) = {M ∈ R
n | ρ(M,M0) ≤ R} (4)

ñå íàðè÷à çàòâîðåíî n-ìåðíî êúëáî ñ ðàäèóñ R è öåíòúð â òî÷êàòà M0.

bc

M0

R

bc

M0

R

bc

M0

R

(a) (á) (â)

Ôèã. 1.3. (à) îòâîðåí êðúã, (á) íåãîâèÿò êîíòóð, (â) çàòâîðåí êðúã

Î÷åâèäíî U(M0, R) = U(M0, R) ∪ S(M0, R). Äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè n = 2
(ò.å. â åâêëèäîâàòà ðàâíèíà) ìíîæåñòâàòà U(M0, R), U(M0, R) è S(M0, R) ïðåäñòàâëÿ-

âàò ñúîòâåòíî îòâîðåí êðúã, çàòâîðåí êðúã è îêðúæíîñò ñ ðàäèóñ R è öåíòúð â òî÷-

êàòà M0, âæ. �èã. 1.3. Ïðè n = 1 ìíîæåñòâîòî U(M0, R) å îòâîðåíèÿò èíòåðâàë

(x0 − R, x0 + R), U(M0, R) å çàòâîðåíèÿò èíòåðâàë [x0 − R, x0 + R], à S(M0, R) ñå ñúñòîè îò

êðàèùàòà íà òåçè èíòåðâàëè; ñåãà x0 å êîîðäèíàòàòà íà òî÷êàòà M0.

Íåêà ñåãà G å ìíîæåñòâî îò òî÷êè â R
n
.

Îïðåäåëåíèå 3. Òî÷êàòà M ñå íàðè÷à âúòðåøíà òî÷êà çà ìíîæåñòâîòî G, àêî ñúùåñ-

òâóâà δ-îêîëíîñò íà òî÷êàòà M , âñè÷êè òî÷êè íà êîÿòî ïðèíàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî G.

Î÷åâèäíî, àêî òî÷êàòà M å âúòðåøíà òî÷êà çà ìíîæåñòâîòî G, òî M ∈ G.
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Îïðåäåëåíèå 4. Òî÷êàòàM ñå íàðè÷à âúíøíà òî÷êà çà ìíîæåñòâîòî G, àêî ñúùåñòâó-

âà δ-îêîëíîñò íà òî÷êàòà M , âñè÷êè òî÷êè íà êîÿòî íå ïðèíàäëåæàò íà òîâà ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 5. Òî÷êàòà M ñå íàðè÷à êîíòóðíà òî÷êà çà ìíîæåñòâîòî G, àêî òàçè

òî÷êà íå å íèòî âúòðåøíà, íèòî âúíøíà çà òîâà ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè

êîíòóðíè òî÷êè çà ìíîæåñòâîòî G ñå íàðè÷à êîíòóð íà G è ñå îçíà÷àâà ñ ∂G.

Îò ïîñëåäíèòå òðè îïðåäåëåíèÿ çàêëþ÷àâàìå, ÷å òî÷êàòà M å êîíòóðíà òî÷êà çà G, àêî

âñÿêà δ-îêîëíîñò íà òî÷êàòà M ñúäúðæà åäíîâðåìåííî òî÷êè îò ìíîæåñòâîòî G è òî÷êè,

íåïðèíàäëåæàùè íà G.
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bc

M

δ

G

bc

M

δ

G
(a) (á) (â)

Ôèã. 1.4. Òðèòå âèäà òî÷êè M : (à) âúòðåøíà, (á) âúíøíà, (â) êîíòóðíà òî÷êà çà G

Îïðåäåëåíèÿòà çà òåçè òðè âèäà òî÷êè ñà èëþñòðèðàíè íà �èã. 1.4. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

∂U(M0, R) = ∂U(M0, R) = S(M0, R), âæ. �èã. 1.3.

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîæåñòâîòî G ñå íàðè÷à îòâîðåíî, àêî âñè÷êè íåãîâè òî÷êè ñà âúò-

ðåøíè, ò.å. àêî âñÿêà òî÷êà M íà ìíîæåñòâîòî G ïðèíàäëåæè íà òîâà ìíîæåñòâî çàåäíî

ñ íÿêîÿ ñâîÿ δ-îêîëíîñò.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïðîèçâîëíî îòâîðåíî ìíîæåñòâî, ñúäúðæàùî äàäåíà òî÷êàM0, ñå íàðè÷à

îêîëíîñò íà òî÷êàòà M0.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å îòâîðåíîòî êúëáî U(M0, R) å îòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîæåñòâîòî G ñå íàðè÷à çàòâîðåíî, àêî òî ñúäúðæà âñè÷êèòå ñè

êîíòóðíè òî÷êè.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å çàòâîðåíîòî êúëáî U(M0, R) è ñ�åðàòà S(M0, R) ñà çàòâîðåíè ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 9. Ìíîæåñòâîòî G ñå íàðè÷à îãðàíè÷åíî, àêî ñúùåñòâóâà n-ìåðíî êúëáî,

ñúäúðæàùî âñè÷êè òî÷êè íà òîâà ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 10. Ìíîæåñòâîòî G ñå íàðè÷à ëèíåéíî ñâúðçàíî, àêî âñåêè äâå òî÷êè

íà òîâà ìíîæåñòâî ìîãàò äà ñå ñúåäèíÿò ñ íåïðåêúñíàòà êðèâà, âñè÷êè òî÷êè íà êîÿòî

ïðèíàäëåæàò íà òîâà ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 11. Âñÿêî îòâîðåíî è ëèíåéíî ñâúðçàíî ìíîæåñòâî G â ïðîñòðàíñòâîòî

R
n
ñå íàðè÷à îáëàñò. Ìíîæåñòâîòî G = G ∪ ∂G, êîåòî ñå ïîëó÷àâà, êàòî êúì îáëàñòòà

G ñå ïðèñúåäèíè íåéíèÿò êîíòóð ∂G, ñå íàðè÷à çàòâîðåíà îáëàñò.

Íàïðèìåð îòâîðåíîòî êúëáî U(M0, R) å îãðàíè÷åíà îáëàñò â R
n
. Çàòâîðåíîòî êúëáî U(M0, R)

å çàòâîðåíà îãðàíè÷åíà îáëàñò â R
n
. Äîïúëíåíèåòî R

n\ U(M0, R) íà îòâîðåíîòî êúëáî U(M0, R)
å çàòâîðåíà íåîãðàíè÷åíà îáëàñò, à äîïúëíåíèåòî R

n\ U(M0, R) íà çàòâîðåíîòî êúëáî U(M0, R)
å íåîãðàíè÷åíà îáëàñò â R

n
. Îáåäèíåíèåòî íà äâå íåïðåñè÷àùè ñå îáëàñòè íå å ëèíåéíî ñâúð-

çàíî ìíîæåñòâî.
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1.3. �ðàíèöà íà �óíêöèÿ íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè

Â îñíîâàòà íà ïîíÿòèåòî çà ãðàíèöà íà �óíêöèÿ ëåæè èäåÿòà çà áëèçîñò íà �óíêöèîíàëíèòå

ñòîéíîñòè íà �óíêöèÿòà f(M) äî ãðàíèöàòà �è ℓ, êîãàòî òî÷êèòå M ñå íàìèðàò áëèçî äî òî÷êà

M0. Çà äà ìîæå äà ñå âúâåäå ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà åäíà �óíêöèÿ u = f(M) â òî÷êà M0, òàçè

�óíêöèÿ òðÿáâà äà áúäå äå�èíèðàíà â òî÷êè, êîèòî ñà �áåçêðàéíî áëèçî� äî òî÷êàòà M0.

Îïðåäåëåíèå 12.Òî÷êàòà M0 ñå íàðè÷à òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ìíîæåñòâîòî D, àêî

âñÿêà δ-îêîëíîñò íà òî÷êàòà M0 ñúäúðæà òî÷êè îò ìíîæåñòâîòî D, ðàçëè÷íè îò M0.

Îáðàçíî êàçàíî, åäíà òî÷êà M0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ìíîæåñòâîòî D, àêî �ìîæåì äà ñå

ïðèáëèæèì áåçêðàéíî áëèçêî äî òî÷êàòà M0, âúðâåéêè ïî òî÷êè îò ìíîæåñòâîòî D, áåç äà

ñòúïâàìå íà ñàìàòà òî÷êà M0�. Åòî çàùî ùå èçèñêâàìå òî÷êàòà M0 äà å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå

çà äå�èíèöèîííàòà îáëàñò D íà �óíêöèÿòà u = f(M) = f(x1, x2, . . . , xn).
Îïðåäåëåíèåòî çà ãðàíèöà íà �óíêöèÿ ñå îñíîâàâà íà èäåÿòà, ÷å ìîäóëúò íà ðàçëèêàòà

f(M) − ℓ ìåæäó f(M) è ℓ ìîæå äà ñòàíå òîëêîâà ìàëúê, êîëêîòî ñè ïîæåëàåì, àêî èçáåðåì

òî÷êàòà M äà å äîñòàòú÷íî áëèçî äî òî÷êàòà M0.

Îïðåäåëåíèå 13 (Îïðåäåëåíèå çà ãðàíèöà íà �óíêöèÿ ). ×èñëîòî ℓ ñå íàðè÷à ãðàíè-

öà íà �óíêöèÿòà u = f(M) ïðèM → M0, àêî çà âñÿêà ε-îêîëíîñò U(ℓ, ε) = (ℓ−ε, ℓ−ε) íà ℓ ìî-
æå äà ñå íàìåðè òàêàâà δ-îêîëíîñò U(M0, δ) íà òî÷êàòàM0, ÷å çà âñè÷êè òî÷êèM ∈ U(M0, δ)
è M ∈ D, êîèòî ñà ðàçëè÷íè îò M0, äà å èçïúëíåíî f(M) ∈ U(ℓ, ε), ò.å. |f(M) − ℓ| < ε.

x

y
z

bc

bc

bc
M0 M

O

δ

bc

bc

O

ℓ

f(M)

ℓ− ε

ℓ+ ε

bc

bc

bc

D
f

Ôèã. 1.5

Çà îçíà÷àâàíå íà ãðàíèöàòà íà �óíêöèÿ-

òà f(M) â òî÷êàòà M0(x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n ) ñå èç-

ïîëçâàò îçíà÷åíèÿòà lim
M→M0

f(M) = ℓ èëè

lim
x1 → x

(0)
1

· · · · · · · · ·

xn → x

(0)
n

f(x1, . . . , xn) = ℓ, èëè ïðîñòî f(M) → ℓ

ïðè M →M0.

Çà �óíêöèÿ z = f(x, y) íà äâåòå ïðîìåíëèâè
x è y îïðåäåëåíèåòî å èëþñòðèðàíî ÷ðåç äèàã-

ðàìàòà íà �èã. 1.5: êîëêîòî è ìàëêà îêîëíîñò

(ℓ−ε, ℓ+ε) íà ℓ äà èçáåðåì, ìîæåì äà íàìåðèì

òàêúâ îòâîðåí êðúã U(M0, δ) ñ öåíòúð â òî÷êà-

òà M0 è ðàäèóñ δ, ÷å âñè÷êè òî÷êè îò U(M0, δ) ∩D, ñ åâåíòóàëíî èçêëþ÷åíèå íà òî÷êàòà M0,

äà ñå èçîáðàçÿâàò â èíòåðâàëà (ℓ− ε, ℓ+ ε).
Äà îòáåëåæèì, ÷å îïðåäåëåíèeòo îñòàâà â ñèëà è êîãàòî ℓ å íÿêîé îò ñèìâîëèòå +∞, −∞ èëè

∞ (áåç çíàê), ïðè óñëîâèå, ÷å â îïðåäåëåíèåòî ïîä îêîëíîñòòà U(ℓ, δ) ñå ðàçáèðàò ñúîòâåòíî

èíòåðâàëèòå (ε,+∞), (−∞,−ε) èëè (−∞,−ε) ∪ (ε,+∞).

Ïðèìåð. Äà ïîêàæåì, ÷å �óíêöèÿòà f(x, y) =
2xy

x2 + y2
íÿìà ãðàíèöà â òî÷êàòà O(0, 0).

Äî èçâîäà, ÷å íå ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà íà �óíêöèÿòà â òî÷êàòà O(0, 0), ìîæåì äî äîñòèãíåì

ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Ïðàâèòå, ìèíàâàùè ïðåç òàçè òî÷êà, èìàò ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ x = at,

y = bt, êúäåòî v = (a, b) å íàïðàâëÿâàù âåêòîð íà ïðàâàòà. (Ïðè èçìåíåíèå íà ïàðàìåòúðà

t â èíòåðâàëà [0,+∞) ñå ïîëó÷àâà ëú÷úò, èçëèçàù îò òî÷êàòà O, êîéòî å åäíîïîñî÷åí ñ v, à

ïðè èçìåíåíèå â èíòåðâàëà (−∞, 0] � ïðîòèâîïîëîæíèÿò íà íåãî ëú÷.) Ïî âñÿêà òàêàâà ïðàâà

�óíêöèÿòà f(x, y) å ïîñòîÿííà:

f(x, y) = f(at, bt) =
2(at)(bt)

(at)2 + (bt)2
=

2ab

a2 + b2
,
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íî ñòîéíîñòòà íà �óíêöèÿòà çàâèñè îò íàïðàâëåíèåòî íà ïðàâàòà, ò.å. îò âåêòîðà v = (a, b).
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïðàâèòå, ìèíàâàùè ïðåç êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî, ñà ëèíèè íà íèâî çà �óí-

êöèÿòà, âæ. �èã. 1.6. Òúé êàòî òî÷êàòà M(at, bt) → O(0, 0) ïðè t → 0, òî ãðàíèöàòà íà

�óíêöèÿòà f(at, bt) ïðè t→ 0 ïðåäñòàâëÿâà ãðàíèöàòà íà �óíêöèÿòà f(x, y) â òî÷-

êàòà O ïî íàïðàâëåíèåòî, îïðåäåëåíî îò âåêòîðà v. (Àêî èçèñêâàìå îùå t > 0 èëè

t < 0, ùå ïîëó÷èì ãðàíèöàòà íà �óíêöèÿòà ïî ïîñîêàòà íà ñúîòâåòíèÿ ëú÷.) Ñëåäîâàòåëíî çà

ãðàíèöàòà íà íàøàòà �óíêöèÿ ïî òîâà íàïðàâëåíèå èìàìå

f(x, y) → 2ab

a2 + b2
ïðè M(x, y) → O(0, 0) è

−−→
OM ‖ v.

1

1 −1

−1

y
=
x

0.5

0.5 −0.5

−0.5

y
= −

x

0.5

0.5 0.5

0.5

00

0

0

bc

x

y

(á)

Ôèã. 1.6. Ëèíèè íà íèâî íà �óíêöèÿòà f(x, y) =
2xy

x2 + y2

Òúé êàòî ïî ðàçëè÷íèòå íàïðàâëåíèÿ, îïðå-

äåëÿùè ñå îò âåêòîðà v = (a, b), ïîëó÷àâàìå
ðàçëè÷íè ãðàíèöè, äîñòèãàìå îòíîâî äî çàêëþ-

÷åíèåòî, ÷å íå ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà íà �óí-

êöèÿòà â òî÷êàòà O(0, 0). N
�àçãëåäàíèÿò ïðèìåð ïîêàçâà, ÷å èìà çíà-

÷åíèå ïî êàêúâ ïúò ñå ïðèáëèæàâàìå êúì äà-

äåíà òî÷êà M0. Äà ñè ñïîìíèì, ÷å òîâà èìà

çíà÷åíèå äàæå çà �óíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëè-

âà y = f(x) â òî÷êà x0; òîãàâà èìà ñàìî äâà

ïúòÿ çà ïðèáëèæàâàíå êúì òî÷êàòà x0: îòëÿâî

è îòäÿñíî íà x0, êîèòî íè äîâåäîõà äî ïîíÿ-

òèÿòà ëÿâà è äÿñíà ãðàíèöà. Êàêòî âå÷å âè-

äÿõìå, ñëó÷àÿò íà �óíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëè-

âè ïðåäëàãà ìíîãî ïî-ãîëÿìî ðàçíîîáðàçèå îò

âúçìîæíîñòè çà ïðèáëèæàâàíå êúì òî÷êà M0.

Ñïîðåä îïðåäåëåíèÿòà çà ãðàíèöà íà �óíêöèÿ

îáà÷å, çà äà ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà íà �óíêöèÿòà â äàäåíà òî÷êà M0, òðÿáâà ãðàíèöèòå �è ïî

âñåâúçìîæíèòå ïúòèùà êúìM0 äà ñà ðàâíè. Â îáøèÿ ñëó÷àé òåçè ïúòèùà ñà áåçáðîéíî ìíîãî.

Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì ñàìî äà íàïðàâèì ñëåäíîòî çàêëþ÷åíèå:

Àêî �óíêöèÿòà f(x, y) èìà ðàçëè÷íè ãðàíèöè ïî äâà ðàçëè÷íè ïúòÿ íà ïðèáëèæàâàíå íà

òî÷êèòåM(x, y) êúì òî÷êàòàM0, òî ãðàíèöàòà íà �óíêöèÿòà ïðèM →M0 íå ñúùåñòâóâà.

Òúé êàòî äàäåíîòî îïðåäåëåíèå çà ãðàíèöà íà �óíêöèÿ íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè íàïúëíî ñúâ-

ïàäà ïî �îðìà ñúñ ñúîòâåòíîòî îïðåäåëåíèå çà �óíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà, òî çà �óíêöèèòå

íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè îñòàâàò â ñèëà âñè÷êè ñâîéñòâà íà ãðàíèöèòå íà �óíêöèè íà åäíà

ïðîìåíëèâà, îñâåí òåçè, èçïîëçâàùè ñúùåñòâåíî íàðåäáàòà íà òî÷êè âúðõó ÷èñëîâàòà ïðàâà.

Êàêòî è ïðè �óíêöèè íà åäíà ïðîìåíëèâà, îêàçâà ñå ïîëåçíî âúâåæäàíåòî íà ïîíÿòèåòî

áåçêðàéíî ìàëêà �óíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 14. Ôóíêöèÿòà α(M) ñå íàðè÷à áåçêðàéíî ìàëêà ïðè M → M0, àêî

lim
M→M0

α(M) = 0.

Òúé êàòî lim
M→M0

f(M) = ℓ ⇔ lim
M→M0

[f(M)− ℓ] = 0 ⇔ lim
M→M0

γ(M) = 0, êúäåòî

γ(M) = f(M)− ℓ, äîñòèãíàõìå äî ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Ëåìà 1. lim
M→M0

f(M) = ℓ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî �óíêöèÿòà f(M) ìîæå äà ñå ïðåä-

ñòàâè âúâ âèäà f(M) = ℓ + γ(M), êúäåòî γ(M) å áåçêðàéíî ìàëêà �óíêöèÿ ïðè M → M0.
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Íåêà ñåãà α(M) è β(M) ñà áåçêðàéíî ìàëêè �óíêöèè ïðè M → M0. Îêàçâà ñå, ÷å ñóìàòà,

ðàçëèêàòà è ïðîèçâåäåíèåòî íà òåçè �óíêöèè å ñúùî áåçêðàéíî ìàëêà �óíêöèÿ ïðè M →M0.

Îïðåäåëåíèå 15. Áåçêðàéíî ìàëêàòà �óíêöèÿ α(M) ñå íàðè÷à áåçêðàéíî ìàëêà îò

ïî-âèñîê ðåä â ñðàâíåíèå ñ áåçêðàéíî ìàëêàòà �óíêöèÿ β(M) ïðè M → M0, àêî

lim
M→M0

α(M)

β(M)
= 0. (5)

Òîçè �àêò èçðàçÿâàìå ÷ðåç îçíà÷åíèåòî α(M) = o(β(M)) ïðè M → M0. Íàïîìíÿìå, ÷å òóê

ñèìâîëúò o ñå ÷åòå �o-ìàëêî�.

1.4. Íåïðåêúñíàòîñò íà �óíêöèÿ íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè

Íåêà �óíêöèÿòà f(M) å äå�èíèðàíà â ìíîæåñòâîòî D è M0 å òî÷êà íà ñãúñòÿâàâàíå çà D,

êîÿòî íåêà îùå äà ïðèíàäëåæè íà D.

Îïðåäåëåíèå 16. Ôóíêöèÿòà f(M) ñå íàðè÷à íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà M0, àêî ñúùåñò-

âóâà ãðàíèöàòà �è â òàçè òî÷êà è òàçè ãðàíèöà å ðàâíà íà ñòîéíîñòòà �è f(M0):

lim
M→M0

f(M) = f(M0). (6)

Òúé êàòî f(M0) å ÷èñëî, òî lim
M→M0

f(M) = f(M0) ⇔ lim
M→M0

[f(M)− f(M0)] = 0. Íåêà M å

òî÷êà îò äå�èíèöèîííàòà îáëàñò D íà �óíêöèÿòà. �àçëèêàòà

∆f = f(M)− f(M0) (7)

íàðàñòâàíå (èëè ïúëíî íàðàñòâàíå) íà �óíêöèÿòà f(M) â òî÷êàòà M0, ñúîòâåòñòâàùî íà

èçìåíåíèåòî íà àðãóìåíòà íà �óíêöèÿòà îò òî÷êàòà M0 äî òî÷êàòà M . (Îçíà÷àâà ñå îùå ñ

∆u.) Òàêà äîñòèãíàõìå äî ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Ëåìà 2. Ôóíêöèÿòà u = f(M) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà M0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî ïúëíîòî �è íàðàñòâàíå å áåçêðàéíî ìàëêà �óíêöèÿ ïðè M →M0:

lim
M→M0

∆f = 0. (8)

Êàêòî âå÷å èçòúêíàõìå â ò. 1.3, ñïîðåä îïðåäåëåíèåòî çà ãðàíèöà íà �óíêöèÿ êúì òî÷-

êàòà M0 ìîæåì äà ñå ïðèáëèæàâàìå ïî ðàçëè÷íè ïúòèùà. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà âúâåäåì

íåïðåêúñíàòîñò íà �óíêöèÿ ïî ïîñîêà, íàïðàâëåíèå èëè ëèíèÿ â òî÷êàòà M0. Äà ðàçãëåäàìå

÷àñòíèòå ñëó÷àè, êîãàòî ñå ïðèáëèæàâàìå êúì òî÷êàòà M0 ïî íàïðàâëåíèÿ, óñïîðåäíè íà êî-

îðäèíàòíèòå îñè. Çà ïðîñòîòà äà ðàçãëåäàìå �óíêöèÿ z = f(M) = f(x, y) íà äâå ïðîìåíëèâè

â òî÷êà M0(x0, y0). Ïðàâàòà, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà M0 è óñïîðåäíà íà àáñöèñíàòà îñ Ox, å

ñ óðàâíåíèå y = y0. Âúðõó òàçè ëèíèÿ �óíêöèÿòà f(x, y) å �óíêöèÿ ñàìî íà ïðîìåíëèâàòà x,

êîÿòî äà îçíà÷èì ñ ϕ(x):

ϕ(x) = f(x, y0). (9)

Àíàëîãè÷íî ïðàâàòà x = x0 ìèíàâà ïðåç òî÷êàòà M0 è å óñïîðåäíà íà îðäèíàòíàòà îñ Oy.

Âúðõó òàçè ïðàâà f(x, y) å �óíêöèÿ ñàìî íà y, êîÿòî äà îçíà÷èì ñ ψ(y):

ψ(y) = f(x0, y). (10)
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Îïðåäåëåíèå 17. Ôóíêöèÿòà f(x, y) ñå íàðè÷à íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà M0(x0, y0) ïî
ïðîìåíëèâàòà x, àêî �óíêöèÿòà ϕ(x) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0. Àíàëîãè÷íî �óíê-

öèÿòà f(x, y) ñå íàðè÷à íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà M0(x0, y0) ïî ïðîìåíëèâàòà y, àêî

�óíêöèÿòà ψ(y) å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà y0.

Îò îïðåäåëåíèÿòà íà �óíêöèèòå ϕ(x) è ψ(y) ñå âèæäà, ÷å íåïðåêúñíàòîñòòà íà �óíêöèÿòà

f(x, y) ïî åäíà îò ïðîìåíëèâèòå x èëè y îçíà÷àâà íåïðåêúñíàòîñò ïî íàïðàâëåíèåòî íà ñúîò-

âåòíàòà êîîðäèíàòíà îñ.
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