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2. �ðàíèöà íà �óíêöèÿ �

îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà.

Åäíîñòðàííè ãðàíèöè.

Áåçêðàéíî ìàëêè è

áåçêðàéíî ãîëåìè �óíêöèè

2.1. �ðàíèöà íà �óíêöèÿ.

Íåêà �óíêöèÿòà y = f(x) å äå�èíèðàíà â

èíòåðâàëà (a, b) ñ åâåíòóàëíî èçêëþ÷åíèå íà

òî÷êàòà x0 îò òîçè èíòåðâàë. Äà ïðèåìåì, ÷å

â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 �óíêöèÿòà èìà ïî-

âåäåíèåòî, ïðåäñòàâåíî ÷ðåç ãðà�èêàòà �è íà

�èã. 5.1. Âèæäà ñå, ÷å ÷èñëîòî ℓ, èçîáðàçåíî

÷ðåç òî÷êà îò îñòà Oy, èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà.

Ïúðâî, êîãàòî òî÷êàòà x å áëèçêà äî òî÷êà-

òà x0, �óíêöèîíàëíàòà ñòîéíîñò f(x) å áëèçêà
äî ÷èñëîòî ℓ. Ïðè òîâà, êîãàòî x ñòàâà âñå ïî-

áëèçî è ïî-áëèçî äî x0, ñòîéíîñòòà f(x) ñòàâà
âñå ïî-áëèçî è ïî-áëèçî äî ℓ. Âòîðî, ðàçñòî-

ÿíèÿòà ìåæäó òî÷êèòå f(x) è òî÷êàòà ℓ

îò îñòà Oy ìîæå äà ñòàíàò òîëêîâà ìàë-

êè, êîëêîòî ñè ïîæåëàåì, ùîì òî÷êèòå x ñà

äîñòàòú÷íî áëèçêè äî x0. Èíòóèòèâíî å ÿñíî,

÷å àêî òîâà ñâîéñòâî å íàëèöå, òî íàëèöå å è

ïúðâîòî, êîãàòî x å äîñòàòú÷íî áëèçî äî x0.

×èñëîòî ℓ, ïðèòåæàâàùî âòîðîòî ñâîéñòâî,

ñå íàðè÷à ãðàíèöà íà �óíêöèÿòà f(x) ïðè x,

êëîíÿùî êúì x0 (x → x0). Â òîçè ñëó÷àé çà-

ïèñâàìå

lim
x→x0

f(x) = ℓ (èëè f(x) → ℓ ïðè x → x0) .

Ùå îòáåëåæèì ñàìî, ÷å âòîðîòî ñâîéñòâî,

äå�èíèðàùî ãðàíèöàòà ℓ, ìîæå ìàòåìàòè÷åñ-

êè äà ñå �îðìàëèçèðà, âúðõó êîåòî òóê íÿìà

äà ñå ñïèðàìå. Îñâåí òîâà, âàæíî å äà ïîä-

÷åðòàåì, ÷å â äàäåíîòî îïðåäåëåíèå òî÷êàòà x

ìîæå äà ñå íàìèðà êàêòî îòëÿâî, òàêà è îò-

äÿñíî íà òî÷êàòà x0.

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà �óíêöèÿòà f(x), ÷èåòî
ïîâåäåíèå å ïðåäñòàâåíî íà �èã. 5.2. Âèæäà

ñå, ÷å ðàçñòîÿíèÿòà ìåæäó �óíêöèîíàëíèòå

ñòîéíîñòè f(x) è òî÷êàòà ℓ1 îò îñòà Oy

ìîæå äà ñòàíàò òîëêîâà ìàëêè, êîëêîòî ñè

ïîæåëàåì, ñàìî àêî òî÷êèòå x ñå íàìèðàò

äîñòàòú÷íî áëèçêî äî òî÷êàòà x0 îòëÿâî íà

íåÿ, ò.å. ïðè x < x0. Àíàëîãè÷íî ðàçñòî-

ÿíèÿòà ìåæäó �óíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè

f(x̃) è òî÷êàòà ℓ2 ìîæå äà ñòàíàò òîëêî-

âà ìàëêè, êîëêîòî ñè ïîæåëàåì, ñàìî êîãàòî

òî÷êèòå x̃ ñà äîñòàòú÷íî áëèçêî äî òî÷êàòà

x0 îòäÿñíî íà íåÿ, ò.å. ïðè x̃ > x0. Åòî çàùî

÷èñëîòî ℓ1 ñå íàðè÷à ëÿâà ãðàíèöà íà �óíêöè-

ÿòà f(x) ïðè x, êëîíÿùî êúì x0, à ℓ2 � äÿñíà

ãðàíèöà íà �óíêöèÿòà f(x) ïðè x, êëîíÿùî

êúì x0. Òîãàâà çàïèñâàìå

lim
x → x0

x < x0

f(x) = ℓ1
(
èëè lim

x→x0−0
f(x) = ℓ1

)

è

lim
x → x0

x > x0

f(x) = ℓ2
(
èëè lim

x→x0+0
f(x) = ℓ2

)
.
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Ëÿâàòà è äÿñíàòà ãðàíèöè ñå íàðè÷àò åäíîñò-

ðàííè ãðàíèöè. Îò äàäåíèòå îïðåäåëåíèÿ ëåñ-

íî ñå ñúîáðàçÿâà âåðíîñòòà íà ñëåäíîòî òâúð-

äåíèå.

Òåîðåìà 2.1. Ôóíêöèÿòà f(x) èìà ãðàíè-

öà ïðè x → x0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãà-

òî ñúùåñòâóâàò åäíîñòðàííèòå ãðàíèöè ïðè

x → x0 è òå ñà ðàâíè. Òîãàâà òðèòå ãðàíèöè

ñúâïàäàò:

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) . (1)

Äà îòáåëåæèì, ÷å â êðàé íà äå�èíèöèîííèÿ

èíòåðâàë (a, b) ìîæåì äà âúâåäåì ñàìî åäíàòà

åäíîñòðàííà ãðàíèöà � äÿñíàòà ãðàíèöà ïðè

x → a è ëÿâàòà ïðè x → b.

Äà ïðåäïîëîæèì ñåãà, ÷å �óíêöèÿòà f(x) å
äå�èíèðàíà â áåçêðàéíèÿ èíòåðâàë (b,+∞) è
èìà ïîâåäåíèåòî, ïðåäñòàâåíî íà �èã. 5.3à).

Âèæäà ñå, ÷å ñåãà ÷èñëîòî ℓ èìà ñëåäíè-

òå ñâîéñòâà. Ïúðâî, êîãàòî ÷èñëîòî x ñòà-

âà âñå ïî-ãîëÿìî è ïî-ãîëÿìî, �óíêöèîíàë-

íèòå ñòîéíîñòè f(x) ñòàâàò âñå ïî-áëèçêè è

ïî-áëèçêè äî ℓ. Âòîðî, ðàçñòîÿíèÿòà ìåæ-

äó òî÷êèòå f(x) è òî÷êàòà ℓ îò îñòà Oy

ìîæå äà ñòàíàò òîëêîâà ìàëêè, êîëêîòî ñè

ïîæåëàåì, ùîì x å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî. ×èñ-

ëîòî ℓ, èìàùî òîâà ñâîéñòâî, ñå íàðè÷à ãðàíè-

öà íà �óíêöèÿòà f(x) ïðè x, êëîíÿùî êúì

+∞ (x → +∞). Òîãàâà çàïèñâàìå

lim
x→+∞

f(x) = ℓ (èëè f(x) → ℓ ïðè x → +∞) .

Õîðèçîíòàëíàòà ïðàâà y = ℓ ñå íàðè÷à õîðè-

çîíòàëíà àñèìïòîòà êúì ãðà�èêàòà íà �óí-

êöèÿòà ïðè x → +∞.

Íàïúëíî àíàëîãè÷íî ñå âúâåæäà ãðàíèöà

ïðè x → −∞ ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å �óíê-

öèÿòà f(x) å äå�èíèðàíà â èíòåðâàë (−∞, a),
âæ. �èã 3á). Òîãàâà çàïèñâàìå

lim
x→−∞

f(x) = ℓ (èëè f(x) → ℓ ïðè x → −∞) .

Ñåãà ïðàâàòà y = ℓ ñå íàðè÷à õîðèçîíòàë-

íà àñèìïòîòà êúì ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà

ïðè x → −∞.

Çàäà÷à. Ïðèïîìíåòå ñè ãðà�èêèòå íà ïî-

êàçàòåëíàòà �óíêöèÿ f(x) = ax è íàïèøåòå

íà êîëêî ñà ðàâíè ãðàíèöèòå

lim
x→−∞

ax ïðèa > 1 è lim
x→+∞

ax ïðè 0 < a < 1.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = f(x),
äå�èíèðàíà â ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíè-

òå ÷èñëà N ñå íàðè÷à ÷èñëîâà ðåäèöà. Âñÿêà

ñòîéíîñò yn = f(n) ñå íàðè÷à ÷ëåí íà ðåäè-

öàòà, à åñòåñòâåíîòî ÷èñëî n � íåãîâ íîìåð.
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�åäèöàòà ñ ÷ëåíîâå yn ñå çàïèñâà âúâ âèäà

y1, y2, . . . , yn, . . . ,

êîéòî çà êðàòêîñò îçíà÷àâàìå ñ {yn}. Ôóí-

êöèÿòà f(n), n ∈ N, ñå íàðè÷à îáù ÷ëåí íà

ðåäèöàòà.

×èñëîòî ℓ ñå íàðè÷à ãðàíèöà íà ÷èñëîâàòà

ðåäèöà {yn}, àêî ℓ å ãðàíèöà íà �óíêöèÿòà

f(n) ïðè n → +∞. Íà ñâîé ðåä òîâà îçíà-

÷àâà, ÷å ℓ å ãðàíèöà íà ðåäèöàòà, àêî ðàçñ-

òîÿíèÿòà ìåæäó ÷ëåíîâåòå �è yn è ℓ ìîãàò äà

ñòàíàò òîëêîâà ìàëêè, êîëêîòî ñè ïîæåëàåì,

ùîì íîìåðàòà èì n ñà äîñòàòú÷íî ãîëåìè.

Ïðèìåð. �åäèöàòà ñ îáù ÷ëåí yn = 1

n
ñå

çàïèñâà âúâ âèäà

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5
, . . . ,

1

n
, . . .

è èìà ãðàíèöà ℓ = 0.
2.2. Áåçêðàéíî ìàëêè è áåçêðàé-

íî ãîëåìè �óíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿòà α(x) ñå íàðè÷à
áåçêðàéíî ìàëêà ïðè x → x0 (ñúîòâåòíî ïðè

x → ±∞), àêî

lim
x→x0

α(x) = 0
(

lim
x→±∞

α(x) = 0
)
.

Íàïðèìåð, ñòåïåííàòà �óíêöèÿòà α(x) =
xn
, n ∈ N, å áåçêðàéíî ìàëêà ïðè x → 0, ïî-

êàçàòåëíàòà �óíêöèÿ β(x) = ax ïðè a > 1 å

áåçêðàéíî ìàëêà ïðè x → −∞, äîêàòî ïðè

0 < a < 1 å áåçêðàéíî ìàëêà ïðè x → +∞.

Ìíîãî ÷åñòî ñå îêàçâà ïîëåçíî ñëåäíîòî

òâúðäåíèå.

Òåîðåìà 2.2. Ôóíêöèÿòà f(x) èìà ãðàíè-

öà ℓ ïðè x → x0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

f(x) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà

f(x) = ℓ+ α(x) , (2)

êúäåòî α(x) å áåçêðàéíî ìàëêà �óíêöèÿ ïðè

x → x0.

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà �óíêöèÿòà f(x), ÷èåòî
ïîâåäåíèå â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 å ïðåäñ-

òàâåíî íà �èã. 4à). Âèæäà ñå, ÷å êîãàòî òî÷-

êàòà x ñå ïðèáëèæàâà êúì òî÷êàòà x0, êàêòî

îòëÿâî, òàêà è îòäÿñíî íà íåÿ, �óíêöèîíàë-

íèòå ñòîéíîñòè f(x) ñòàâàò âñå ïî-ãîëåìè è

ïî-ãîëåìè. Ïðè òîâà ñòîéíîñòèòå íà f(x)

ìîãàò äà ñòàíàò òîëêîâà ãîëåìè, êîëêîòî

ñè ïîæåëàåì, ùîì òî÷êèòå x ñà äîñòàòú÷-

íî áëèçêè äî x0. Òîãàâà ñå êàçâà, ÷å �óíêöè-

ÿòà f(x) êëîíè êúì +∞ ïðè x → x0. Â òîçè

ñëó÷àé çàïèñâàìå

lim
x→x0

f(x) = +∞ (èëè f(x) → +∞ ïðè x → x0) .
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à
áåçêðàéíî ãîëÿìà ïðè x → x0, àêî ìîäóëúò �è

|f(x)| êëîíè êúì +∞ ïðè x → x0.

Î÷åâèäíî å, ÷å àêî f(x) → +∞ ïðè x → x0,

òî f(x) å áåçêðàéíî ãîëÿìà ïðè x → x0. Äðó-

ãè âúçìîæíè ñëó÷àè ñà ïîêàçàíè íà �èã. 4á)

è �èã. 5. Çà �óíêöèÿòà f(x) îò �èã. 4á) ñå

êàçâà, ÷å òÿ êëîíè êúì −∞ ïðè x → x0, êîåòî

çàïèñâàìå òàêà: lim
x→x0

f(x) = −∞. Çà �óíêöè-

ÿòà f(x) îò �èã. 5 èìàìå

lim
x→x0−0

f(x) = +∞ è lim
x→x0+0

f(x) = −∞ .

Âåðòèêàëíàòà ïðàâà x = x0 íà �èã. 4 è �èã. 5

ñå íàðè÷à âåðòèêàëíà àñèìïòîòà êúì ãðà�è-

êàòà íà �óíêöèÿòà.

Çàäà÷à. Ïðèïîìíåòå ñè ãðà�èêèòå íà �óí-

êöèèòå f(x) = tg(x) è cotg(x) è ïîñî÷åòå òî÷-
êèòå, â êîèòî òå ñà áåçêðàéíî ãîëåìè. Êîíêðå-

òèçèðàéòå áåçêðàéíèòå ãðàíèöè lim
x→

Π

2
−0

tg(x),

lim
x→

Π

2
+0

tg(x), lim
x→0−0

cotg(x) è lim
x→0+0

cotg(x).

Çàáåëåæêà. Â îïðåäåëåíèåòî çà áåçêðàé-

íî ãîëÿìà �óíêöèÿ ïîä òî÷êàòà x0 ìîæå äà

ñå ðàçáèðàò è ñèìâîëèòå +∞ è −∞, ò. å.

äà ãîâîðèì çà áåçêðàéíî ãîëåìè �óíêöèè ïðè

x → +∞ èëè x → −∞.

Íàïðèìåð, lim
x=±∞

x2 = +∞, lim
x=+∞

x3 = +∞ ,

à lim
x=−∞

x3 = −∞. Ñúùî òàêà lim
x=+∞

ax = +∞

ïðè a > 1 è lim
x=−∞

ax = +∞ ïðè 0 < a < 1.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà äàâà âðúçêà ìåæäó

áåçêðàéíî ìàëêèòå è áåçêðàéíî ãîëåìèòå

�óíêöèè.

Òåîðåìà 2.3. Â ñèëà ñà òâúðäåíèÿòà:

1. Àêî f(x) å áåçêðàéíî ãîëÿìà �óíêöèÿ ïðè

x → x0, òî

1

f(x)
å áåçêðàéíî ìàëêà �óí-

êöèÿ ïðè x → x0.

2. Àêî α(x) å áåçêðàéíî ìàëêà �óíêöèÿ ïðè

x → x0, òî

1

α(x)
å áåçêðàéíî ãîëÿìà �óí-

êöèÿ ïðè x → x0; ïðè òîâà, àêî â äîñ-

òàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0

èìàìå

(a) α(x) < 0 çà x 6= x0, òî

1

α(x)
→ −∞

ïðè x → x0,

(b) α(x) > 0 çà x 6= x0, òî

1

α(x)
→ +∞

ïðè x → x0.

Ïðèìåðè. 1. Òúé êàòî �óíêöèÿòà α(x) =
xn
, n ∈ N, å áåçêðàéíî ìàëêà ïðè x → 0, òî

�óíêöèÿòà

1

α(x)
=

1

xn
å áåçêðàéíî ãîëÿìà ïðè

x → 0. Îñâåí òîâà, òúé êàòî α(x) > 0 çà

÷åòíè n, òî
1

xn
→ +∞ ïðè x → 0 çà òàêèâà

n. Çà íå÷åòíè n èìàìå α(x) < 0 ïðè x < 0 è

α(x) > 0 ïðè x > 0. Ñëåäîâàòåëíî
1

xn
→ −∞

ïðè x → 0 è x < 0 (ò.å. x → 0−0), è
1

xn
→ +∞

ïðè x → 0 è x > 0 (ò.å. x → 0 + 0), ùîì n å

íå÷åòíî.

2. Ôóíêöèÿòà f(x) = xn
, n ∈ N, å áåçê-

ðàéíî ãîëÿìà ïðè x → ±∞. Ñëåäîâàòåëíî

�óíêöèÿòà

1

f(x)
=

1

xn
å áåçêðàéíî ìàëêà ïðè

x → ±∞.

2.3. Îïåðàöèè ñ ãðàíèöè. Íÿêîè

îñíîâíè ãðàíèöè.

Òåîðåìà 2.4. Àêî ñúùåñòâóâàò êðàé-

íè ãðàíèöè íà �óíêöèèòå f(x) è g(x) ïðè

x → x0, òî ñúùåñòâóâàò è ãðàíèöèòå íà

òÿõíàòà ñóìà è ðàçëèêà f(x)±g(x), ïðîèçâå-

äåíèåòî f(x) g(x) è ÷àñòíîòî èì

f(x)

g(x)
. (Çà

÷àñòíîòî ïðåäïîëàãàìå, ÷å lim
x→x0

g(x) 6= 0.)

Ïðè òîâà:
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à) lim
x→x0

[f(x)± g(x)] = lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x),

á) lim
x→x0

[f(x)g(x)] = lim
x→x0

f(x) lim
x→x0

g(x),

â) lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

limx→x0
f(x)

limx→x0
g(x)

.

Çàáåëåæêà. Àêî çà ÷àñòíîòî

f(x)

g(x)
ñå îêà-

æå, ÷å limx→x0
f(x) = 0 è limx→x0

g(x) = 0,
òî êàçâàìå, ÷å èìàìå íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà[
0

0

]
. Àíàëîãè÷íî, àêî f(x) è g(x) ñà áåçêðàé-

íî ãîëåìè �óíêöèè ïðè x → x0, êàçâàìå, ÷å

èìàìå íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà

[∞
∞

]
. Àêî ïúê

f(x) å áåçêðàéíî ìàëêà, à g(x) å áåçêðàéíî

ãîëÿìà ïðè x → x0, òî êàçâàìå ÷å çà ïðîèç-

âåäåíèåòî f(x) g(x) èìàìå íåîïðåäåëåíîñò îò

âèäà [0∞]. Íàêðàÿ, àêî è äâåòå �óíêöèè êëî-
íÿò åäíîâðåìåííî êúì +∞ èëè åäíîâðåìåííî

êúì −∞, òî çà ðàçëèêàòà èì f(x)− g(x) èìà-
ìå íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà [∞−∞]. Â ïîñî-

÷åíèòå ñëó÷àè íÿìà ïðàâèëà, àíàëîãè÷íè íà

òåçè îò òåîðåìà 5.4, ÷ðåç êîèòî äà ñå íàìå-

ðÿò ñúîòâåòíèòå ãðàíèöè, àêî òå ñúùåñòâóâàò.

Òîãàâà òðÿáâà äà ñå íàïðàâÿò íÿêîè äîïúëíè-

òåëíè ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ñúîòâåòíèòå èçðàçè

èëè äà ñå èçïîëçâàò ïðàâèëàòà íà Ëîïèòàë,

èçïîëçâàùè íàìèðàíåòî íà ïðîèçâîäíè íà ñú-

îòâåòíè �óíêöèè. Òåçè ïðàâèëà òóê íÿìà äà

ñå ðàçãëåæäàò.

Â ìàòåìàòèêàòà è íåéíèòå ïðèëîæåíèÿ ÷åñ-

òî ñå ñðåùàò äâå îñíîâíè ãðàíèöè. Ïúðâàòà å

lim
x→0

sin x

x
= 1 . (3)

Ñïîðåä òåîðåìà 2.2 òîâà îçíà÷àâà, ÷å

sin x

x
=

1+α(x), êúäåòî α(x) å áåçêðàéíî ìàëêà �óí-
êöèÿ ïðè x → 0, èëè, åêâèâàëåíòíî,

sin x = x+ γ(x) ,

êúäåòî γ(x) = α(x)β(x) å áåçêðàéíî ìàëêà

�óíêöèÿ, ÿâÿâàùà ñå ïðîèçâåäåíèå íà äâåòå

áåçêðàéíî ìàëêè �óíêöèè α(x) è β(x) = x.

Åòî çàùî |γ(x)| ïðèåìà ñòîéíîñòè ìíîãî ïî-

ìàëêè îò |x|, êîãàòî |x| å äîñòàòú÷íî ìàëêî.

Ñëåäîâàòåëíî ðàçóìíî å òîãàâà äà ïðèåìåì

ïðèáëèæåíèåòî sin(x) ≈ x.

Âòîðàòà îñíîâíà ãðàíèöà å

lim
x→=+∞

(
1 +

1

x

)
x

= e , (4)

êúäåòî e ñå íàðè÷à íåïåðîâî ÷èñëî. Òîâà ÷èñ-

ëî å èðàöèîíàëíî è, ñëåäîâàòåëíî, ñå ïðåäñ-

òàâÿ ñ áåçêðàéíà íåïåðèîäè÷íà äðîá. Ñ òî÷-

íîñò äî ïúðâèòå ñåäåì äåñåòè÷íè çíàêà e =
2.7182818 . . .. Ïîêàçàòåëíàòà �óíêöèÿ f(x) =
ex ñå îçíà÷àâà îùå ñ exp x è ñå íàðè÷à åêñïî-

íåíöèàëíà �óíêöèÿ. Ëîãàðèòúìúò ïðè îñíî-

âà a = e ñå íàðè÷à íàòóðàëåí ëîãàðèòúì è ñå

îçíà÷àâà ñ ln, ò. å. ln x = log
e
x.

Äà ïîëîæèì x =
1

t
â (4). Èìàéêè ïðåäâèä,

÷å òîãàâà t =
1

x
→ 0 è t > 0 ïðè x → +∞,

ïîëó÷àâàìå

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)
x

= lim
t→0+0

(1 + t)
1

t = e , (5)

ò. å. íåïåðîâîòî ÷èñëî ìîæå äà ñå äå�èíèðà è

÷ðåç âòîðàòà ãðàíèöà â òîâà ðàâåíñòâî. Ìîæå

äà ñå äîêàæå, ÷å òîâà ðàâåíñòâî å âÿðíî ñúùî

ïðè x → −∞ è ñúîòâåòíî t → 0− 0.
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