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4. Ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå. �ðàäèåíò

Íåêà �óíêöèÿòà f(x, y) å äå�èíèðàíà â ìíîæåñòâîòî D è òî÷êàòà M0(x0, y0) å âúòðåøíà òî÷-
êà íà D. Íåêà îùå ℓ å ïðàâà, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà M0, è e å åäèíè÷åí âåêòîð, êîëèíåàðåí

íà òàçè ïðàâà. Âåêòîðúò e ïðåâðúùà ïðàâàòà ℓ â îñ, ò.å. çàäàâà ïîëîæèòåëíà ïîñîêà âúðõó

íåÿ, ñúâïàäàùà ñ ïîñîêàòà íà e. Íåêà òî÷êàòà M(x, y) å ñúùî òî÷êà îò îñòà ℓ è íàìèðàùà ñå â

D, âæ. �èã. 4.1. Äà îçíà÷èì ñ M0M àëãåáðè÷íàòà ìÿðêà íà íàñî÷åíàòà îòñå÷êà

−−−→
M0M îòíîñíî

îñòà ℓ, ò.å. M0M å îðèåíòèðàíàòà äúëæèíà íà

−−−→
M0M : ÷èñëîòî M0M å ðàâíî íà äúëæèíàòà �è

|M0M |, àêî
−−−→
M0M è îñòà ℓ ñà åäíîïîñî÷íè, è

−−−→
M0M = −|M0M |, àêî

−−−→
M0M è îñòà ℓ ñà ïðîòè-

âîïîëîæíî íàñî÷åíè. Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å àêî îñòà ℓ å óñïîðåäíà íà àáñöèñíàòà îñ ox, à e å

îðòúò i, îïðåäåëÿù ïîëîæèòåëíàòà �è ïîñîêà, òî M0M = x − x0 = ∆x. Àíàëîãè÷íî, àêî îñòà

ℓ å óñïîðåäíà íà îðäèíàòíàòà îñ Oy, à e å îðòúò j, îïðåäåëÿù ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà òàçè

îñ, òî M0M = y− y0 = ∆y. Åòî çàùî àëãåáðè÷íàòà ìÿðêà M0M å îáîáùåíèå íà íàðàñòâàíèÿòà

∆x è ∆y, êîèòî çàåäíî ñúñ ñúîòâåòíèòå íàðàñòâàíèÿ ∆xf è ∆yf íà �óíêöèÿòà f(x, y) ó÷àñò-
âàò â äå�èíèðàíåòî íà ñúîòâåòíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ïî ïðîìåíëèâèòå x è y. Ñëåäâàùîòî

îïðåäåëåíèå å åñòåñòâåíî îáîáùåíèå íà îïðåäåëåíèÿòà çà òåçè ÷àñòíè ïðîèçâîäíè.
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Ôèã. 4.1

Îïðåäåëåíèå 1. Àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà íà ÷àñòíîòî íà íàðàñòâàíåòî ∆f = f(M)−
f(M0) íà �óíêöèÿòà f è àëãåáðè÷íàòà ìÿðêà M0M , êîãàòî òî÷êàòà M ñå ïðèáëèæàâà íåîã-

ðàíè÷åíî êúì òî÷êàòà M0, îñòàâàéêè âúðõó îñòà ℓ, ñå íàðè÷à ïðîèçâîäíà íà �óíêöèÿòà

f(x, y) ïî íàïðàâëåíèå (èëè ïîñîêà1) íà âåêòîðà e â òî÷êàòà M0 è ñå ñå îçíà÷àâà ñ

∂f

∂e
(M0),

ò.å.

∂f

∂e
(M0) = lim

M→M0

∆f

M0M
= lim

M→M0

f(M)− f(M0)

M0M
. (1)

Çà òàçè ïðîèçâîäíà ñå èçïîëçâà ñúùî îçíà÷åíèåòî De(M0). Òÿ õàðàêòåðèçèðà ñêîðîñòòà íà

èçìåíåíèå íà �óíêöèÿòà f(M) â òî÷êàòà M0 ïî ïîñîêà íà âåêòîðà e. ×àñòíèòå ïðîèçâîäíè
∂f

∂x
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è

∂f

∂y
ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ïðîèçâîäíèòå ïî íàïðàâëåíèÿòà (ïîñîêèòå) íà îðòèòå i è j:

∂f

∂x
(M0) =

∂f

∂i
(M0),

∂f

∂y
(M0) =

∂f

∂j
(M0) .

Â ñèëà å ñëåäâà ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Àêî �óíêöèÿòà f(x, y) å äè�åðåíöèðóåìà â òî÷êàòà M0(x0, y0), òî â òàçè òî÷-

êà òÿ èìà ïðîèçâîäíà ïî âñÿêî íàïðàâëåíèå e, è òàçè ïðîèçâîäíà ñå èçðàçÿâà åäèíñòâåíî ÷ðåç

ïðîèçâîäíèòå �è ïî íàïðàâëåíèÿòà íà êîîðäèíàòíèòå îñè, ò.å. ÷ðåç ÷àñòíèòå �è ïðîèçâîäíè,

ïîñðåäñòâîì �îðìóëàòà

∂f

∂e
(M0) =

∂f

∂x
(M0) cosα +

∂f

∂y
(M0) cos β. (2)

êúäåòî α è β ñà úãëèòå, êîèòî åäèíè÷íèÿò âåêòîð e ñêëþ÷âà ñ êîîðäèíàòíèòå îñè.

Íàïîìíÿìå, ÷å cosα è cos β ñà êîîðäèíàòèòå íà åäèíè÷íèÿ âåêòîð e, ò.å.

e = cosα i+ cos β j; òå ñå íàðè÷àò äèðåêòîðíè êîñèíóñè íà âåêòîðà e.

Ñïîìíÿéêè ñè �îðìóëàòà çà èçðàçÿâàíå íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà äâà âåêòîðà ÷ðåç

êîîðäèíàòèòå èì, îò �îðìóëàòà (2) çàáåëÿçâàìå, ÷å àêî âúâåäåì âåêòîðà gradf ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

gradf(M0) =
∂f

∂x
(M0)i+

∂f

∂y
(M0)j , (3)

òî ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå

∂f

∂e
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà òîçè

âåêòîð è åäèíè÷íèÿò âåêòîð e:

∂f

∂e
(M0) = e · gradf(M0). (4)

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîðúò gradf(M0), äå�èíèðàí ñ ðàâåíñòâîòî (3), ò.å. âåêòîðúò, ÷èè-

òî êîîðäèíàòè ñà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè

∂f

∂x
(M0) è

∂f

∂y
(M0), ñå íàðè÷à ãðàäèåíò íà �óíêöè-

ÿòà f(M) â òî÷êàòà M0.

Çà âåêòîðà ãðàäèåíò ñå èçïîëçâà ñúùî îçíà÷åíèåòî ∇f , ñïîðåä êîåòî òîé ñå ðàçãëåæäà êàòî

�ïðîèçâåäåíèå� íà �óíêöèÿòà f è âúâåäåíèÿ îò Õàìèëòúí

2

àáñòðàêòåí âåêòîð

∇ =
∂

∂x
i +

∂

∂y
j , (5)

íàðå÷åí íàáëà, ò.å. gradf = ∇f . Âúâ âåêòîðíèÿ àíàëèç3 ñå îêàçâà óäîáíî àáñòðàêòíèÿò ñèìâîë

∇ äà ñå ðàçãëåæäà êàòî èñòèíñêè âåêòîð.

Ñïîðåä �ãåîìåòðè÷íîòî� îïðåäåëåíèå çà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå èìàìå e·∇f = |e||∇f | cosϕ =
|∇f | cosϕ, êúäåòî ϕ å úãúëúò ìåæäó åäèíè÷íèÿ âåêòîð e è âåêòîðà ãðàäèåíò ∇f , âæ. �èã. 4.2.

Ñëåäîâàòåëíî ðàâåíñòâîòî (2) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

∂f

∂e
= |∇f | cosϕ. (6)

Îòòóê ñå âèæäà, ÷å ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå

∂f

∂e
èìà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò ïðè cosϕ = 1 è

òàçè ñòîéíîñò å ðàâíà íà |∇f |. Íî cosϕ = 1 ⇔ ϕ = 0 ïðè 0 ≤ ϕ ≤ π, ò.å. êîãàòî âåêòîðúò e å

åäíîïîñî÷åí ñ âåêòîðà |∇f |. Òàêà äîñòèãíàõìå äî ñëåäíîòî çàêëþ÷åíèå.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïîñîêàòà íà ãðàäèåíòà ∇f íà �óíêöèÿòà f(M) â äàäåíà òî÷êà M0 å

ïîñîêàòà, ïî êîÿòî �óíêöèÿòà èìà íàé-ãîëÿìà ñêîðîñò íà èçìåíåíèå â òàçè òî÷êà. Òàçè

ìàêñèìàëíà ñêîðîñò å ðàâíà íà ãîëåìèíàòà |∇f | íà ãðàäèåíòà â òî÷êàòà M0.

b

ϕ

∇
f

e

M0

τ

f(M) = C

f(M
) =

C1

f(
M
) =

C2

Ôèã. 4.2

Îò ðàâåíñòâîòî (6) ñå âèæäà ñúùî, ÷å ïðî-

èçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå

∂f

∂e
èìà ìèíèìàë-

íà ñòîéíîñò ïðè cosϕ = −1 ⇔ ϕ = −π ïðè

0 ≤ ϕ ≤ π, ò.å. êîãàòî âåêòîðèòå e è ∇f ñà

ïðîòèâîïîëîæíî íàñî÷åíè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å

ïî ïðîòèâîïîëîæíàòà ïîñîêà íà ∇f �óíêöè-

ÿòà èìà íàé-ìàëêà ñòîéíîñò, ðàâíà íà −|∇f |.

Îñâåí òîâà çàáåëÿçâàìå ñúùî, ÷å

∂f

∂e
= 0 ⇔

cosϕ = 0 ⇔ ϕ =
π

2
, ò.å. ñêîðîñòòà íà èçìåíå-

íèå íà �óíêöèÿòà ïî íàïðàâëåíèåòî τ , ïåðïåí-

äèêóëÿðíî íà âåêòîðà ∇f , å ðàâíà íà íóëà, âæ.

�èã. 4.2. Íî �óíêöèÿòà f(M) íå ñå ïðîìåíÿ
âúðõó ëèíèÿòà íà íèâî f(M) = C, ìèíàâàùà

ïðåç ðàçãëåæäàíàòà òî÷êà M0. Òîâà íè ïîä-

ñêàçâà, ÷å ïðàâàòà τ å äîïèðàòåëíà êúì òàçè

ëèíèÿ íà íèâî, îòêúäåòî ïúê ñëåäâà, ÷å âåêòî-

ðúò ∇f å íàñî÷åí ïî ïðàâàòà, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà äîïèðàòåëíàòà τ , ò.å. ïî íîðìàëàòà êúì

ëèíèÿòà íà íèâî f(M) = C. Ìîæå ñòðîãî äà ñå äîêàæå, ÷å òîâà íàèñòèíà å òàêà çà òî÷êèòå

M0, çà êîèòî ∇f 6= 0. Òàêèâà òî÷êè ñå íàðè÷àò íåîñîáåíè çà �óíêöèÿòà (èëè ñêàëàðíîòî ïîëå)

f(M).

Òåîðåìà 4. Âúâ âñÿêà íåîñîáåíà òî÷êà çà �óíêöèÿòà f(M) ãðàäèåíòúò �è ∇f å íàñî÷åí ïî

íîðìàëàòà êúì ëèíèÿòà íà íèâî, ìèíàâàùà ïðåç òàçè òî÷êà, â ïîñîêà íà íàðàñòâàíåòî íà

f(M).

Äî òàçè òåîðåìà ìîæåì äà äîñòèãíåì èíòóèòèâíî è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Àêî ñè ìèñëèì,

÷å �óíêöèÿòà z = f(x, y) èçðàçÿâà íàäìîðñêàòà âèñî÷èíà z íà òî÷êèòå M(x, y, z) îò äàäåíà

ìåñòíîñò, òî òîãàâà ëèíèèòå íà íèâî f(M) = C è f(M) = C1 ñà ïðîåêöèèòå âúðõó �ðàâíèíàòà

íà ìîðåòî� Oxy íà äâå ïúòåêè îò òàçè ìåñòíîñò, ëåæàùè â ðàâíèíè, óñïîðåäíè íà ðàâíèíàòà

Oxy. Î÷åâèäíî å, ÷å íàé-ñòðúìíàòà ïúòåêà, ñâúðçâàùà òåçè äâå ïúòåêè, å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà

òÿõ. Òàçè ïúòåêà îïðåäåëÿ ïîñîêàòà, â êîÿòî ñî÷è âåêòîðúò ∇f , êîãàòî òåçè äâå ïúòåêè ñòàâàò

áåçêðàéíî áëèçêè, ò.å. ïðè C1 → C, âæ. �èã. 4.2.

Ïîíÿòèÿòà ïðîèçâîäíà ïî íàïðàâëåíèå è ãðàäèåíò, êàêòî è ñâúðçàíèòå ñ òÿõ òâúðäåíèÿ,

ñå îáîáùàâàò ïî î÷åâèäåí íà÷èí è çà �óíêöèè íà ïîâå÷å îò äâå ïðîìåíëèâè. Íàïðèìåð çà

�óíêöèÿ w = f(x, y, z) �îðìóëàòà (2) ñå çàìåíÿ ñúñ ñëåäíàòà �îðìóëà:

∂f

∂e
(M0) =

∂f

∂x
(M0) cosα +

∂f

∂y
(M0) cos β +

∂f

∂z
(M0) cos γ,

à �îðìóëàòà (4) îñòàâà ñúùàòà, íî ñåãà e = cosα i+ cos β j + cos γ k å åäèíè÷åí ïðîñòðàíñòâåí

âåêòîð, ñêëþ÷âàù úãëè α, β è γ ñúîòâåòíî ñ êîîðäèíàòíèòå îñè Ox, Oy è Oz ñúñ ñúîòâåòíè

îðòè i, j è k, à gradf = ∇f , êúäåòî ñåãà

∇ =
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k
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å ïðîñòðàíñòâåíèÿò àáñòðàêòåí âåêòîð íàáëà íà Õàìèëòúí.

1

Ìîæå äà ñå ñúîáðàçè èëè äà ñå ïðîâåðè ïî �îðìóëàòà (17) ïî-äîëó, ÷å çà ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå íà âåêòîðà −e,

ïðîòèâîïîëîæåí íà e, èìàìå

∂f

∂(−e)
= −

∂f

∂e
. Åòî çàùî å ïî-òî÷íî èçïîëçâàíåòî íà òåðìèíà ïðîèçâîäíà ïî ïîñîêà, à

íå ïî íàïðàâëåíèå, ìàêàð ÷å â ëèòåðàòóðàòà ñå ñðåùà ïî-÷åñòî ïîñëåäíîòî íàèìåíîâàíèå.

2

Óèëÿì Õàìèëòúí (1805-1865) å èðëàíäñêè ìàòåìàòèê è ìåõàíèê.

3

Âåêòîðíèÿò àíàëèç å äÿë íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç, èçó÷àâàù âåêòîðíèòå ïîëåòà � �óíêöèè, ÷èèòî ñòîéíîñòè ñà

âåêòîðè, äå�èíèðàíè â ìíîæåñòâà îò òî÷êè â ðàâíèíàòà èëè ïðîñòðàíñòâîòî. Òàêîâà ïîëå å íàïðèìåð ïîëåòî íà

ãðàäèåíòà ∇f(M), äå�èíèðàíî â òî÷êèòå M , â êîèòî ñúùåñòâóâàò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà �óíêöèÿòà f(M).
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