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17 Ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâ ðåä. Ñòåïåííè ðåäîâå. �åä íà Òåéëúð

17.1 Ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâ ðåä. �åîìåòðè÷åí ðåä

Íåêà a0, a1, a2, . . . , an, . . . å ïðîèçâîëíà ÷èñëîâà ðåäèöà. Íà òàçè ðåäèöà äà ñúïîñòàâèì �áåçêðàé-

íàòà� ñóìà

a0 + a1 + a2 + · · ·+ an + · · · =
∞∑

n=0

an . (17.1)

Òîçè �îðìàëåí èçðàç ñå íàðè÷à ÷èñëîâ ðåä. ×ëåíîâåòå a0, a1, a2, . . . íà ÷èñëîâàòà ðåäèöà ñå íàðè-

÷àò ÷ëåíîâå íà ðåäà (17.1). Çàêîíúò, ïî êîéòî íà âñåêè íîìåð n ñúïîñòàâÿìå ÷ëåíà an ñå íàðè÷à

îáù ÷ëåí íà ðåäà. Íàé-÷åñòî òîçè çàêîí ñå çàäàâà ñ àíàëèòè÷åí èçðàç, ò. å. ñ àíàëèòè÷íî çàäàäåíà

�óíêöèÿ an = f(n), n = 0, 1, 2, . . ..
Ïðèìåð 1. (�åîìåòðè÷åí ðåä) Äà ðàçãëåäàìå ðåäà, ñúñòàâåí îò ÷ëåíîâåòå íà áåçêðàéíàòà

ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ 1, q, q2, q3, . . . , qn, . . ., ò. å. ðåäà

1 + q + q2 + q3 + · · · + qn + · · · =

∞∑

n=0

qn , (17.2)

êúäåòî q å ïðîèçâîëíî äàäåíî ÷èñëî. Òîçè ÷èñëîâ ðåä ñå ñðåùà ÷åñòî â ïðèëîæåíèÿòà è ñå íàðè÷à

ãåîìåòðè÷åí ðåä. Ëåñíî ìîæåì äà íàìåðèì ñóìàòà Sn îò ïúðâèòå ìó n+ 1 ÷ëåíà:

Sn = 1 + q + q2 + · · ·+ qn .

Íàèñòèíà, óìíîæàâàéêè òîâà ðàâåíñòâî ñ ÷àñòíîòî q, ïîëó÷àâàìå

q Sn = q + q2 + q3 + · · ·+ qn + qn+1 .

Ñëåä ïî÷ëåííî èçâàæäàíå íà âòîðîòî ðàâåíñòâî îò ïúðâîòî, íàìèðàìå

(1− q)Sn = 1− qn+1 ,

ò. å.

Sn =
1− qn+1

1− q
ïðè q 6= 1 . (17.3)

Çà äà äàäåì ðàçóìåí ñìèñúë íà �îðìàëíèÿ èçðàç (17.2), íàé-åñòåñòâåíî å äà ðàçãëåäàìå ïîâåäå-

íèåòî íà êðàéíèòå ñóìè Sn (n = 0, 1, 2, . . .), êîãàòî n ðàñòå íåîãðàíè÷åíî.

Äà ñå âúðíåì ñåãà êúì îáùèÿ ðåä (17.1). Êðàéíèòå ñóìè

S0 = a0,

S1 = a0 + a1,

S2 = a0 + a1 + a2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sn = a0 + a1 + a2 + · · ·+ an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .







(17.4)

ñå íàðè÷àò ÷àñòè÷íè (èëè ïàðöèàëíè) ñóìè íà ðåäà (17.1). Òå îáðàçóâàò ÷èñëîâàòà ðåäèöà

S0, S1, S2, . . . , Sn, . . . . (17.5)
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Îïðåäåëåíèå. ×èñëîâèÿò ðåä (17.1) ñå íàðè÷à ñõîäÿù, àêî ðåäèöàòà îò ïàðöèàëíèòå ìó

ñóìè (17.5) å ñõîäÿùà. Òîãàâà íåéíàòà ãðàíèöà S ñå íàðè÷à ñóìà íà ðåäà: S = lim
n=→∞

Sn, è

îçíà÷àâàìå

∞∑

n=0

an = S . (17.6)

Àêî ðåäèöàòà îò ïàðöèàëíèòå ìó ñóìè (17.5) å ðàçõîäÿùà, òî ðåäúò ñå íàðè÷à ðàçõîäÿù.

Ïðèìåð 2. (Èçñëåäâàíå çà ñõîäèìîñò íà ãåîìåòðè÷íèÿ ðåä) Äà çàïèøåì �îðìóëà (17.3) çà

ïàðöèàëíèòå ñóìè íà ãåîìåòðè÷íèÿ ðåä âúâ âèäà

Sn =
1

1− q
−

q

1− q
qn . (17.7)

ßñíî å, ÷å ïîâåäåíèåòî íà Sn ïðè n → ∞ ñå îïðåäåëÿ îò ïîâåäåíèåòî íà qn. Àêî 0 ≤ q < 1,
èìàìå qn → 0 ïðè n → ∞. (Äà ñè ñïîìíèì, ÷å ïîêàçàòåëíàòà �óíêöèÿ ax → 0 ïðè x → +∞, àêî

0 < a < 1.) Íî òîãàâà qn =
(
− (− q)

)n
= (−1)n (− q)n → 0 è ïðè −1 < q < 0, òúé êàòî òîãàâà

0 < − q < 1. Ñëåäîâàòåëíî

lim
n→∞

Sn =
1

1− q
−

q

1− q
lim
n→∞

qn =
1

1− q

ùîì |q| < 1, ò. å. ãåîìåòðè÷íèÿò ðåä å ñõîäÿù è èìà ñóìà

S =
1

1− q
ïðè |q| < 1 . (17.8)

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ñëó÷àÿ, êîãàòî q > 1. Òúé êàòî òîãàâà qn → +∞ ïðè n → ∞ (ïîêàçàòåë-

íàòà �óíêöèÿ ax → +∞ ïðè x → +∞, àêî a > 1), òî îò (17.7) ñëåäâà, ÷å

lim
n→∞

Sn =
1

1− q
−

q

1− q
lim
n→∞

qn = +∞ .

Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà îò ïàðöèàëíè ñóìè Sn å ðàçõîäÿùà, ò. å. ãåîìåòðè÷íèÿò ðåä å ðàçõîäÿù

ïðè q > 1. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî çà åäèí ÷èñëîâ ðåä Sn → +∞ (èëè −∞) ïðè n → ∞, íà òîçè ðåä ñå

ïðåïèñâà ñèìâîëà +∞ (èëè −∞). Íàïðèìåð, çà ãåîìåòðè÷íèÿ ðåä îçíà÷àâàìå

∞∑

n=0

qn = +∞ ïðè q > 1 . (17.9)

Ïðè q < −1 ÷èñëîâàòà ðåäèöà ñ îáù ÷ëåí qn (n = 0, 1, 2, . . . ) èìà ïîâåäåíèåòî, íàïðèìåð, íà
ðåäèöàòà

1,−2, 4,−8, 16,−32, . . . ,

ïîëó÷àâàùà ñå ïðè ÷àñòíèÿ ñëó÷àé q = −2. Âèæäà ñå, ÷å ÷ëåíîâåòå íà òàçè ðåäèöà ðàñòàò

íåîãðàíè÷åíî ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò ïðè n → ∞, ò. å. |q|n → +∞, íî ñ àëòåðíàòèâíî ñìåíÿíå

íà çíàêà èì. (Çà òàêèâà ðåäèöè ñå êàçâà, ÷å êëîíÿò (äèâåðãèðàò) êúì ∞, íî áåç çíàê.) Òúé êàòî

ðåäèöàòà qn (n = 0, 1, 2, . . .) å ðàçõîäÿùà ïðè q < −1, òî îò ïðåäñòàâÿíåòî (17.7) çàêëþ÷àâàìå, ÷å
ðåäèöàòà îò ïàðöèàëíè ñóìè Sn å ñúùî ðàçõîäÿùà, ò. å. ãåîìåòðè÷íèÿò ðåä å ðàçõîäÿù â òîçè

ñëó÷àé.
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Îñòàíà äà ðàçãëåäàìå ñàìî äâàòà ñëó÷àÿ q = 1 è q = −1, ò. å. êîãàòî |q| = 1. Ïðè q = 1
ãåîìåòðè÷íèÿò ðåä èìà âèäà

1 + 1 + 1 + · · ·+ 1 + · · · .

Òîãàâà Sn = (n + 1).1 = n + 1. Òúé êàòî limn→∞ Sn = +∞, òî ðåäúò å ðàçõîäÿù ïðè q = 1

(ïî-òî÷íî

∞∑

n=0

1n = +∞).

Ïðè q = −1 ãåîìåòðè÷íèÿò ðåä èìà âèäà

1− 1 + 1− 1 + · · · =

∞∑

n=0

(−1)n .

Çà ïàðöèàëíèòå ñóìè íà òîçè ðåä ïîëó÷àâàìå

S0 = 1, S1 = 1− 1 = 0, S2 = 1− 1 + 1 = 1, S3 = 1− 1 + 1− 1 = 0, . . . .

Íî ðåäèöàòà 1, 0, 1, 0, 1, 0, . . . íÿìà ãðàíèöà, ò. å. òÿ å ðàçõîäÿùà. Ñëåäîâàòåëíî ãåîìåòðè÷íèÿò

ðåä å ðàçõîäÿù ïðè q = −1.
Äà ðåçþìèðàìå ðåçóëòàòèòå îò ïðîâåäåíîòî èçñëåäâàíå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

∞∑

n=0

qn







=
1

1− q
ïðè |q| < 1 (ñõîäÿù ðåä)

ðàçõîäÿù ïðè |q| ≥ 1 ; ïðè òîâà

∞∑

n=0

qn = +∞ ïðè q ≥ 1.
(17.10)

Äà ñå âúðíåì íàêðàÿ îòíîâî êúì îïðåäåëåíèåòî çà ñóìà S íà åäèí ñõîäÿù ÷èñëîâ ðåä:

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(a0 + a1 + a2 + · · ·+ an) . (17.11)

Îò îïðåäåëåíèåòî çà ãðàíèöà íà ÷èñëîâà ðåäèöà ñëåäâà, ÷å ñòîéíîñòèòå íà Sn ìîãàò äà ñòàíàò

òîëêîâà áëèçêè äî S, êîëêîòî æåëàåì, ñòèãà äà èçáåðåì n äà áúäå äîñòàòú÷íî ãîëÿìî. Ïî-òî÷íî,

àáñîëþòíàòà ãðåøêà |Sn−S| ïðè ïðèáëèæàâàíåòî íà S ñ íåéíà ïàðöèàëíà ñóìà Sn ñòàâà ïî-ìàëêà

îò ïðîèçâîëíî èçáðàíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî ε çà âñè÷êè íîìåðà n, ïî-ãîëåìè îò íÿêàêúâ íîìåð

Nε. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà î÷àêâàìå, ÷å ïðè �ñðÿçâàíå� íà ðåäà âñå ïî-äàëå÷ îò ïúðâèÿ ìó ÷ëåí

ùå ïîëó÷àâàìå âñå ïî-äîáðè ïðèáëèæåíèÿ (àïðîêñèìàöèè) Sn çà ñóìàòà S.

17.2 Ñòåïåííè ðåäîâå

Äà äîïóñíåì ñåãà, ÷å ÷àñòíîòî q íà ãåîìåòðè÷íèÿ ðåä (17.2) ñå èçìåíÿ â èíòåðâàëà (−∞,+∞).
Òîãàâà ïî-åñòåñòâåíî å äà îçíà÷èì q ñ x, ò. å. äà çàïèñâàìå ðåäà (17.2) òàêà :

1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · =
∞∑

n=0

xn . (17.12)

Âèæäà ñå, ÷å ðåäúò (17.12) å ÷àñòåí ñëó÷àé íà ïî-îáùèÿ ðåä

a0 + a1 x+ a2 x
2 + · · ·+ an x

n + · · · =

∞∑

n=0

an x
n , (17.13)
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êúäåòî a0, a1, a2, . . . ñà äàäåíè ÷èñëà. �åä îò âèäà (17.13) ñå íàðè÷à ñòåïåíåí ðåä, à ÷èñëàòà

a0, a1, a2, . . . � êîå�èöèåíòè íà òîçè ðåä.

Ïîíÿêîãà ñå ðàçãëåæäàò ñòåïåííè ðåäîâå îò ïî-îáùèÿ âèä

a0 + a1 (x− x0) + a2 (x− x0)
2 + · · ·+ an (x− x0)

n + · · · =

∞∑

n=0

an (x− x0)
n , (17.14)

êúäåòî x0 å �èêñèðàíî ÷èñëî. Òåçè ðåäîâå, îáà÷å, ñå ïðèâåæäàò êúì ðåäîâå îò âèäà (17.13), êàòî

ïîëîæèì x− x0 = y. Åòî çàùî òóê ùå ñå çàíèìàâàìå ñàìî ñ ðåäîâå îò âèäà (17.13).

Äàâàéêè íà x ðàçëè÷íè êîíêðåòíè ñòîéíîñòè, ùå ïîëó÷àâàìå ðàçëè÷íè ÷èñëîâè ðåäîâå, êîèòî

ìîãàò äà ñå îêàæàò ñõîäÿùè èëè ðàçõîäÿùè. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà x, çà êîèòî

ðåäúò (17.13) ñå ïðåâðúùà â ñõîäÿù ÷èñëîâ ðåä, ñå íàðè÷à îáëàñò íà ñõîäèìîñò íà òîçè ðåä.

Ïàðöèàëíèòå ñóìè Sn íà ñòåïåííèÿ ðåä (17.13) ñà ïîëèíîìè îò ñòåïåí n îòíîñíî x:

Sn = a0 + a1 x+ · · · + an x
n. (17.15)

Òúé êàòî òå ñà �óíêöèè íà x, òî ñóìàòà S íà ñòåïåííèÿ ðåä, å ñúùî �óíêöèÿ íà x, äå�èíèðàíà â

îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò íà ðåäà: S(x) =

∞∑

n=0

an x
n
. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òî÷êàòà x = 0 ïðèíàäëåæè

íà îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò íà âñåêè ñòåïåíåí ðåä îò âèäà (17.13); ïðè òîâà S(0) = a0. Âñåêè åäèí

îò ïîëèíîìèòå Sn = Sn(x) å ïðèáëèæåíèå (àïðîêñèìàöèÿ) çà �óíêöèÿòà S(x).

Ïðèìåð 3. Ñúãëàñíî (17.10) îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò íà ãåîìåòðè÷íèÿ ðåä (17.12) å èíòåðâàëúò

(−1, 1). Â òîçè èíòåðâàë òîé èìà ñóìà S(x) =
1

1− x
. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å �óíêöèÿòà f(x) =

1

1− x
ñå ïðåäñòàâÿ (ðàçëàãà èëè ðàçâèâà) â ñòåïåíåí ðåä â òîçè èíòåðâàë, ò. å.

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · · + xn + · · · ïðè x ∈ (−1, 1) . (17.16)

Àíàëîãè÷íî íà ãåîìåòðè÷íèÿ ðåä (17.12), îêàçâà ñå, ÷å çà âñåêè ñòåïåíåí ðåä (17.13) ñúùåñò-

âóâà èíòåðâàë (−R,R), â êîéòî òîé å ñõîäÿù, à â èíòåðâàëèòå (−∞,−R) è (R,+∞) � ðàçõîäÿù,

bbc bc

O−R R

︷ ︸︸ ︷
ñõîäèìîñò

ðàçõîäèìîñòðàçõîäèìîñò

x

Ôèã. 17.1

âæ. �èã. 17.1. Èíòåðâàëúò (−R,R) ñå íàðè÷à èíòåðâàë íà ñõîäèìîñò, à íåîòðèöàòåëíîòî ÷èñëî

R � ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò íà ñòåïåííèÿ ðåä. Ïðè òîâà, àêî ðåäúò å ñõîäÿù ñàìî çà x = 0, òî ñ÷èòà
ñå, ÷å R = 0, à àêî ðåäúò å ñõîäÿù çà âñÿêî x, ïðèåìà ñå R = +∞. Ùå îòáåëåæèì, ÷å ïðè R 6= 0
è R 6= +∞ èìà ñòåïåííè ðåäîâå, êîèòî ñà ñõîäÿùè çà x = −R èëè x = R, íî èìà è òàêèâà, êîèòî

ñà ðàçõîäÿùè çà òåçè ñòîéíîñòè íà x. Íàïðèìåð, èíòåðâàëúò íà ñõîäèìîñò íà ãåîìåòðè÷íèÿ ðåä

(17.12) å (−1, 1), òàêà ÷å R = 1. Ñúùèÿò ðåä å ðàçõîäÿù çà x = −1 è x = 1.

Ùå ïîñî÷èì íÿêîè ñâîéñòâà íà ñòåïåííèòå ðåäîâå.
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Ñâîéñòâî 1. Ñóìàòà S(x) íà ñòåïåííèÿ ðåä (2.2) å íåïðåêúñíàòà �óíêöèÿ â èíòåðâàëà íà

ñõîäèìîñò (−R,R) íà ðåäà.

Ñâîéñòâî 2. Ñòåïåííèÿò ðåä (17.13) ìîæå ïî÷ëåííî äà ñå äè�åðåíöèðà â èíòåðâàëà ìó íà

ñõîäèìîñò (−R,R), ò. å. çà âñÿêî x ∈ (−R,R) å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

S′(x) = a1 + 2a2 x+ 3a3 x
2 + · · · + nan x

n−1 + · · · . (17.17)

Ïðè òîâà ðåäúò â (17.17) èìà ñúùèÿ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò R, êàêòî è ðåäúò (17.13).

Ñâîéñòâî 3. Ñòåïåííèÿò ðåä (3.3) ìîæå ïî÷ëåííî äà ñå èíòåãðèðà âúâ âñåêè èíòåðâàë [0, x],
êúäåòî x ∈ (−R,R), ò. å. â ñèëà å ðàâåíñòâîòî

∫
x

0
S(t) dt =

∫
x

0
a0 dt+

∫
x

0
a1 t dt+

∫
x

0
a2 t

2 dt+ · · ·+

∫
x

0
an t

n dt+ · · ·

= a0 x+
1

2
a1 x+

1

3
a2 x

3 + · · · +
1

n+ 1
an x

n+1 + · · ·







(17.18)

Ïðè òîâà ðåäúò â (17.18) èìà ñúùèÿ ðàäèóñ íà ñõîäèìîñò R, êàêòî è ðåäúò (17.13).

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å åäíà �óíêöèÿ f(x) å ñóìà íà äàäåí ñòåïåíåí ðåä â èíòåðâàëà ìó íà

ñõîäèìîñò (−R,R). Ïîçîâàâàéêè ñå íà ïîñëåäíèòå äâå ñâîéñòâà íà ñòåïåííèòå ðåäîâå, ìîæåì äà

íàìåðèì ïðåäñòàâÿíèÿòà (ðàçëàãàíèÿòà èëè ðàçâèòèÿòà) â ñòåïåííè ðåäîâå è íà äðóãè �óíêöèè.

Ïðèìåð 4. Äà äè�åðåíöèðàìå ïî÷ëåííî ïðåäñòàâÿíåòî (17.16). Òîãàâà ùå ïîëó÷èì ïðåäñ-

òàâÿíåòî

1

(1− x)2
= 1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1 + · · · ïðè x ∈ (−1, 1) .

Ñúãëàñíî ñâîéñòâî 2 ðàäèóñúò íà ñõîäèìîñò íà ïîñëåäíèÿ ðåä å ñúùî ðàâåí íà åäèíèöà.

Ïðèìåð 5. (�àçâèòèå â ñòåïåíåí ðåä íà �óíêöèÿòà f(x) = ln(1 + x)) Çàáåëÿçâàìå, ÷å

ïðîèçâîäíàòà íà äàäåíàòà �óíêöèÿ å f ′(x) =
1

1 + x
. Íî ðàçëàãàíåòî íà f ′(t) â ñòåïåíåí ðåä ñå

ïîëó÷àâà îò (17.16) ÷ðåç ïðîñòàòà ñóáñòèòóöèÿ x = −t:

1

1 + t
= 1− t+ t2 − t3 + t4 − t5 + · · · . (17.19)

Òúé êàòî |x| = |t|, òî ïîñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå å â ñèëà ñàìî ïðè t ∈ (−1, 1). Ñëåä ïî÷ëåííî

èíòåãðèðàíå íà (17.19) â èíòåðâàëà [0, x], êúäåòî x ∈ (−1, 1), ïîëó÷àâàìå

∫
x

0

1

1 + t
dt = ln(1 + t)

∣
∣
∣
∣

x

0

= t

∣
∣
∣
∣

x

0

−
t2

2

∣
∣
∣
∣

x

0

+
t3

3

∣
∣
∣
∣

x

0

−
t4

4

∣
∣
∣
∣

x

0

+
t5

5

∣
∣
∣
∣

x

0

−
t6

6

∣
∣
∣
∣

x

0

+ · · · ,

ò. å. çà âñÿêî x ∈ (−1, 1) å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

ln(1 + x) = x−
x2

2
+

x3

3
−

x4

4
+

x5

5
−

x6

6
+ · · · . (17.20)

Äà îòáåëåæèì, ÷å çà x = −1 �óíêöèÿòà ln(1 + x) íå å äå�èíèðàíà. Àêî ïîëîæèì x = −1 â

äÿñíàòà ñòðàíà íà (17.20), ùå ïîëó÷èì ðåäà

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+ · · · (17.21)
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(âçåò ñúñ çíàê ìèíóñ), êîéòî ñå íàðè÷à õàðìîíè÷åí ðåä. Äîêàçâà ñå, ÷å òîé å ðàçõîäÿù ÷èñëîâ

ðåä.

Àêî ïúê â ïðåäñòàâÿíåòî (17.20) ïîëîæèì x = 1, ùå äîñòèãíåì äî ðàâåíñòâîòî

ln 2 = 1−
1

2
+

1

3
−

1

4
+

1

5
−

1

6
+ · · · (17.22)

×èñëîâèÿò ðåä îò äÿñíàòà ñòðàíà íà (17.22) ñå íàðè÷à àëòåðíàòèâåí õàðìîíè÷åí ðåä. Ìîæå

äà ñå äîêàæå, ÷å òîçè ðåä å ñõîäÿù è ðàâåíñòâîòî (17.22) å âÿðíî. Ñëåäîâàòåëíî ïðåäñòàâÿíåòî

(17.20) å â ñèëà çà âñÿêî x îò èíòåðâàëà (−1.1] � îáëàñòòà íà ñõîäèìîñò íà ðåäà îò äÿñíàòà ìó

ñòðàíà.

Ïðèìåð 6. (�àçâèòèå â ñòåïåíåí ðåä íà �óíêöèÿòà f(x) = arctan x) Ïðîèçâîäíàòà íà

äàäåíàòà �óíêöèÿ å f ′(x) =
1

1 + x2
. Çà äà ïîëó÷èì ðàçëàãàíå â ñòåïåíåí ðåä íà ïîñëåäíàòà

�óíêöèÿ, â ïðåäñòàâÿíåòî (17.16) äà ïîëîæèì x = −t2:

1

1 + t2
= 1− t2 + t4 − t6 + · · · . (17.23)

Òúé êàòî |x| = |t2| = |t|2, òî |x| < 1 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî |t| < 1, ò. å. ïðåäñòàâÿíåòî

(17.23) å â ñèëà ñàìî ïðè t ∈ (−1, 1). Ñëåä ïî÷ëåííî èíòåãðèðàíå íà (17.23) â èíòåðâàëà [0, x],
êúäåòî x ∈ (−1, 1), ïîëó÷àâàìå

∫
x

0

1

1 + t2
dt = arctan t

∣
∣
∣
∣

x

0

= t

∣
∣
∣
∣

x

0

−
t3

3

∣
∣
∣
∣

x

0

+
t5

5

∣
∣
∣
∣

x

0

−
t7

7

∣
∣
∣
∣

x

0

+ · · ·

èëè, åêâèâàëåíòíî,

arctan x = x−
x3

3
+

x5

5
−

x7

7
+ · · · (17.24)

ïðè x ∈ (−1, 1). Ìîæå äà ñå äîêàæå. ÷å ïîñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå å â ñèëà è ïðè x = −1 è x = 1.

Ïîëàãàéêè x = 1 â (17.24) è îò÷èòàéêè, ÷å arctan 1 =
π

4
, äîñòèãàìå äî ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå íà

÷èñëîòî π:

π = 4

(

1−
1

3
+

1

5
−

1

7
+ · · ·

)

. (17.25)

17.3 �åä íà Òåéëúð

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å â èíòåðâàëà (a−R, a+R) �óíêöèÿòà f(x) ñå ðàçëàãà â ñòåïåííèÿ ðåä

f(x) = a0 + a1 (x− x0) + a2 (x− x0)
2 + a3 (x− x0)

3 + a4 (x− x0)
4 + · · · . (17.26)

Ñïîðåä ñâîéñòâî 2 òîâà ïðåäñòàâÿíå ìîæå äà ñå äè�åðåíöèðà ïðîèçâîëåí áðîé ïúòè â èíòåðâàëà

(a−R, a+R). Äè�åðåíöèðàéêè ãî ïîñëåäîâàòåëíî, ïîëó÷àâàìå

f ′(x) = a1 + 2 a2 (x− x0) + 3 a3 (x− x0)
2 + 4 a4 (x− x0)

3 + · · · ,

f ′′(x) = 2 a2 + 3.2 a3 (x− x0) + 4.3 a4 (x− x0)
2 + · · · ,

f ′′′(x) = 3.2 a3 + 4.3.2 a4 (x− x0) + · · · ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·







(17.27)
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Äà ïîëîæèì x = x0 â ïðåäñòàâÿíèÿòà (17.26) è (17.27). Òîãàâà òå ñå ðåäóöèðàò äî ðàâåíñòâàòà

f(x0) = a0, f ′(x0) = a1 = 1! a1, f ′′(x0) = 2 a2 = 2! a2, f ′′′(x0) = 3.2 a3 = 3! a3, . . . ,

ò. å. f (k)(x0) = k! ak, k = 0, 1, 2, . . .. Îòòóê âåäíàãà íàìèðàìå

a0 = f(x0), a1 =
f ′(x0)

1!
, a2 =

f ′′(x0)

2!
, a3 =

f ′′′(x0)

3!
, . . . , an =

f (n)(x0)

n!
, . . . . (17.28)

Ñëåäîâàòåëíî, àêî åäíà �óíêöèÿ f(x) ñå ðàçëàãà â ñòåïåííèÿ ðåä (17.26) â èíòåðâàëà

(a−R, a+R), òî òÿ èìà ïðîèçâîäíè îò ïðîèçâîëåí ðåä â òîçè èíòåðâàë è êîå�èöèåíòèòå íà

òîçè ðåä ñå îïðåäåëÿò ïî �îðìóëèòå (17.28), ò. å. ðåäúò (17.26) èìà âèäà

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2 +
f ′′′(x0)

3!
(x−x0)

3+ · · ·+
f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+ · · · .

(17.29)

Òúé êàòî êîå�èöèåíòèòå íà òîçè ðåä ñå èçðàçÿâàò ñàìî ÷ðåç ñòîéíîñòèòå íà f(x) è íåéíèòå

ïðîèçâîäíè â òî÷êàòà x = x0, òî ìîæåì äà íàïðàâèì èçâîäà, ÷å ïîâåäåíèåòî íà �óíêöèÿòà â

öåëèÿ èíòåðâàë (a − R, a + R) ñå îïðåäåëÿ îò ïîâåäåíèåòî �è â �áåçêðàéíî ìàëêà îêîëíîñò� íà

òî÷êàòà x = x0. Àêî åäíà �óíêöèÿ ñå ïðåäñòàâÿ â ñòåïåíåí ðåä â èíòåðâàëà (a − R, a+ R), òÿ
ñå íàðè÷à àíàëèòè÷íà â òîçè èíòåðâàë.

ßñíî å, ÷å çà âñÿêà �óíêöèÿ f(x), èìàùà ïðîèçâîäíè îò ïðîèçâîëåí ðåä â òî÷êàòà x = x0,

ìîæå äà ñå ñúñòàâè ðåäà

f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2+
f ′′′(x0)

3!
(x−x0)

3+ · · ·+
f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n+ · · · . (17.30)

Òîçè ðåä ñå íàðè÷à ðåä íà Òåéëúð çà �óíêöèÿòà f(x) â òî÷êàòà x = x0. Â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé,

êîãàòî x0 = 0, òîçè ðåä ñå íàðè÷à ðåä íà Ìàêëîðåí. Îêàçâà ñå, îáà÷å, ÷å ðåäúò íà Òåéëúð ìîæå

äà íå ñõîäÿù âúâ âñÿêà òî÷êà x, â êîÿòî f(x) èìà ïðîèçâîäíè îò ïðîèçâîëåí ðåä èëè, àêî å

ñõîäÿù â íÿêàêúâ èíòåðâàë (a−R, a+R), ñóìàòà ìó ìîæå äà íå å ðàâíà íà f(x) â òîçè èíòåðâàë.
Òóê íÿìà äà îáñúæäàìå âúïðîñà êîãà åäíà �óíêöèÿ f(x) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç ñâîÿ ðåä íà

Òåéëúð (17.30) â íÿêàêúâ èíòåðâàë (a−R, a+R). Ùå ïîëó÷èì ñàìî, ÷èñòî �îðìàëíî, ðåäîâåòå

íà Òåéëúð çà íÿêîè îñíîâíè åëåìåíòàðíè �óíêöèè.

Ïðèìåð 7. (�àçâèòèå â ñòåïåíåí ðåä íà �óíêöèÿòà f(x) = ex) Ïðè äè�åðåíöèðàíå �óíêöèÿ-

òà f(x) = ex ñå çàïàçâà: f (k)(x) = ex, k = 0, 1, 2, . . ., çà âñÿêî x ∈ (−∞,+∞). Ñëåäîâàòåëíî

f (k)(0) = 1 ïðè k = 0, 1, 2, . . .. Îêàçâà ñå, ÷å â öåëèÿ èíòåðâàë (−∞,+∞) �óíêöèÿòà f(x) = ex ñå

ïðåäñòàâÿ ñúñ ñâîÿ ðåä íà Ìàêëîðåí (17.30):

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+

xn

n!
+ · · · , (17.31)

ò. å. òÿ å àíàëèòè÷íà �óíêöèÿ âúðõó öÿëàòà ÷èñëîâà îñ.

Ïðèìåð 8. (�àçâèòèÿ â ñòåïåíåí ðåä íà �óíêöèèòå f(x) = sinx è f ′(x) = cos x) Çà ïðîèç-
âîäíèòå íà �óíêöèÿòà f(x) = sinx ïîëó÷àâàìå

f ′(x) = cos x, f ′′(x) = − sinx, f ′′′(x) = − cos x, f (4)(x) = sinx, f (5)(x) = cos x, . . .

çà âñÿêî x ∈ (−∞,+∞). Â ÷àñòíîñò, â òî÷êàòà x = 0 èìàìå

f(0) = 0, f ′(x) = 1, f ′′(x) = 0, f ′′′(x) = −1, f (4)(x) = 0, f (5)(x) = 1, . . .
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Îêàçâà ñå, ÷å è �óíêöèÿòà f(x) = sinx ñå ïðåäñòàâÿ ñúñ ñâîÿ ðåä íà Òåéëúð (17.30) â öåëèÿ

èíòåðâàë (−∞,+∞) :

sinx =
x

1!
−

x3

3!
+

x5

5!
−

x7

7!
+ · · · , (17.32)

ò. å. òÿ ñúùî å àíàëèòè÷íà �óíêöèÿ âúðõó öÿëàòà ÷èñëîâà îñ. Íà �èã. 17.2 å ñà ïîêàçàíè

ãðà�èêèòå íà �óíêöèÿòà f(x) = sinx è ïúðâèòå �è ÷åòèðè ïðèáëèæåíèÿ (àïðîêñèìàöèè)

P1(x) = x, P2(x) = x−
x3

6
, P3(x) = x−

x3

6
+

x5

120
è P4(x) = x−

x3

6
+

x5

120
−

x7

5040
, (17.33)

êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ÷ðåç ñúîòâåòíè ñðÿçâàíèÿ íà ðåäà (17.32).

1

2

−1

−2

x

y

O π

2
−
π

2
π−π 2π

y = sinx

y = P1(x) y = P2(x)

y = P3(x) y = P4(x)

Ôèã. 17.2

Ïî íàïúëíî àíàëîãè÷åí íà÷èí ìîæå äà ñå äîñòèãíå äî ðàçëàãàíå â ñòåïåíåí ðåä íà �óíêöèÿòà

g(x) = f ′(x) = cos x. Äî òîâà ðàçëàãàíå, îáà÷å, ìîæå äà äîñòèãíåì ïî-ëåñíî ÷ðåç ïî÷ëåííî

äè�åðåíöèðàíå íà ïðåäñòàâÿíåòî (17.32):

cos x =
1

1!
−

3x2

3!
+

5x4

5!
−

7x6

7!
+ · · · ,

ò. å.

cos x = 1−
x2

2!
+

x4

4!
−

x6

6!
+ · · · , (17.34)

Ñúãëàñíî ñâîéñòâî 2 òîâà ïðåäñòàâÿíå å â ñèëà â öåëèÿ èíòåðâàë (−∞,+∞), ò. å. f ′(x) = cos x å

àíàëèòè÷íà �óíêöèÿ âúðõó öÿëàòà ÷èñëîâà îñ.
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