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7. Îñíîâíè ïðàâèëà çà

äè�åðåíöèðàíå.

Ïðîèçâîäíè íà îñíîâíèòå

åëåìåíòàðíè �óíêöèè

Îïåðàöèÿòà çà íàìèðàíå íà ïðîèçâîäíàòà

f ′(x) íà åäíà �óíêöèÿ f(x) ñå íàðè÷à äè�å-
ðåíöèðàíå.

7.1. Îñíîâíè ïðàâèëà çà äè�å-

ðåíöèðàíå

Òåîðåìà 7.1. Àêî �óíêöèèòå f(x) è g(x)
ñà äè�åðåíöèðóåìè â òî÷êàòà x, òî ñóìàòà

f + g, ðàçëèêàòà f − g, ïðîèçâåäåíèåòî fg
è ÷àñòíîòî èì f/g (ïðè g(x) 6= 0) ñà ñúùî

äè�åðåíöèðóåìè â òàçè òî÷êà. Ïðè òîâà ñà

â ñèëà ñëåäíèòå ïðàâèëà çà íàìèðàíå íà òåçè

ïðîèçâîäíè:

a) [f(x)± g(x)]′ = f ′(x)± g′(x),

á) [f(x)g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),

â)

[

f(x)

g(x)

]′

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
.

Òåîðåìà 7.2. Àêî �óíêöèÿòà u = f(x) å

äè�åðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0, à �óíêöèÿòà

y = g(u) å äè�åðåíöèðóåìà â òî÷êàòà u0 =
f(x0), òî ñëîæíàòà �óíêöèÿ h(x) = g[f(x)]
å äè�åðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0. Ïðè òîâà â

ñèëà å ñëåäíîòî ïðàâèëî çà äè�åðåíöèðàíå:

h′(x0) = g′(u0)f
′(x0) = g′[f(x0)]f

′(x0) .

7.2. Ïðîèçâîäíè íà îñíîâíèòå

åëåìåíòàðíè �óíêöèè. Â ïðåäèø-

íèÿ âúïðîñ ïîêàçàõìå, ÷å

(C)′ = 0 (C å êîíñòàíòà), (1)

(x)′ = 1 è (x2)′ = 2x .

Àíàëîãè÷íî ñå óñòàíîâÿâà, ÷å

(xα)′ = α xα−1
(2)

êîãàòî α å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Çà ïðîèçâîëíî

ðåàëíî ÷èñëî α òàçè �îðìóëà å ñúùî âÿðíà,

êîåòî ùå ïîêàæåì â ò. 3. Â ÷àñòíîñò, èìàìå

(

1

x

)′

= − 1

x2
(x 6= 0),

(√
x
)′
=

1

2
√
x

(x > 0).

×ðåç èçïîëçâàíå íà îïðåäåëåíèåòî çà ïðî-

èçâîäíà è ïðàâèëàòà çà äè�åðåíöèðàíå, ñú-

äúðæàùè ñå â ïîñëåäíèòå äâå òåîðåìè, ëåñíî

ìîæå äà ñå íàìåðÿò �îðìóëè çà ïðîèçâîäíèòå

íà îñòàíàëèòå îñíîâíè åëåìåíòàðíè �óíêöèè.

Íàìèðàíåòî íà íÿêîè îò òÿõ ùå èçëîæèì â

ò. 3. Òóê ùå ïðèâåäåì ñàìî òàáëèöàòà íà òå-

çè ïðîèçâîäíè:

(ax)′ = ax ln a (0 < a 6= 1) , (3)

â ÷àñòíîñò,

(ex)′ = ex .

(loga x)
′ =

1

x ln a
(x > 0, 0 < a 6= 1) ,

(4)

â ÷àñòíîñò,

(lnx)′ =
1

x
.

(sin x)′ = cosx . (5)

(cosx)′ = − sin x . (6)

(tgx)′ =
1

cos2 x
(x 6= ±π

2
,±3 π

2
) . . .) . (7)

(cotgx)′ = − 1

sin2 x
(x 6= 0,±π,±2 π) . . .) .

(8)

(arcsin x)′ =
1√

1− x2
(−1 < x < 1) . (9)
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(arccosx)′ = − 1√
1− x2

(−1 < x < 1) .

(10)

(arctgx)′ =
1

1 + x2
. (11)

(arccotgx)′ = − 1

1 + x2
. (12)

7.3. Ïðèìåðè: ïðîèçâîäíè íà

ïîêàçàòåëíàòà, ëîãàðèòìè÷íàòà è

ñòåïåííàòà �óíêöèÿ.

�ðà�èêèòå íà ïîêàçàòåëíàòà è ëîãàðèòìè÷-

íàòà �óíêöèÿ ñà ãëàäêè ëèíèè (áåç �úãëîâè

òî÷êè�) è äîïèðàòåëíèòå êúì òÿõ íå ñà âåð-

òèêàëíè. Òîâà ãåîìåòðè÷íî îçíà÷àâà, ÷å òåçè

�óíêöèè èìàò êðàéíè ïðîèçâîäíè â ñúîòâåò-

íèòå èì äå�èíèöèîííè ìíîæåñòâà.

Äà íàìåðèì ïúðâî ïðîèçâîäíàòà íà ïîêàçà-

òåëíàòà �óíêöèÿ f(x) = ax. Ñúãëàñíî îïðå-

äåëåíèåòî çà ïðîèçâîäíà èìàìå

(ax)′ = lim
h→0

ax+h − ax

h
= lim

h→0

axah − ax

h

= lim
h→0

ax
ah − 1

h
= ax lim

h→0

ah − 1

h
,

ò. å.,

(ax)′ = ax C(a) , (13)

êúäåòî

C(a) = lim
h→0

ah − 1

h
(14)

å êîíñòàíòà (â ñìèñúë, ÷å íå çàâèñè îò x), çà-
âèñåùà îò îñíîâàòà a.
Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà òàêàâà îñíîâà

a, çà êîÿòî C(a) = 1. Ñïîðåä ñìèñúëà íà ãðà-

íèöàòà (14), òîâà îçíà÷àâà, ÷å

ah − 1

h
≈ 1 ,

êîãàòî |h| å ìíîãî ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî.

Íà ñâîé ðåä òîâà å åêâèâàëåíòíî íà ïðèáëè-

æåíèåòî

ah − 1 ≈ h ,

èëè

ah ≈ 1 + h .

Ïîâäèãàéêè äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî ïðèá-

ëèæåíî ðàâåíñòâî íà ñòåïåí 1/h, ïîëó÷àâàìå

a ≈ (1 + h)
1

h

çà ïðîèçâîëíî ìàëêè ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò

÷èñëà h, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å

a = lim
h→0

(1 + h)
1

h . (15)

Íî ïîñëåäíàòà ãðàíèöà ìîæå äà ñëóæè êà-

òî îïðåäåëåíèå çà íåïåðîâîòî ÷èñëî e =
2.71828 . . .. (Äà íàïîìíèì, ÷å

e = lim
x→±∞

(

1 +
1

x

)x

= lim
t→0

(1 + t)
1

t , (16)

êúäåòî t = 1/x). Òàêà ïîêàçàõìå, ÷å àêî

C(a) = 1, òî a = e. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

îáðàòíîòî òâúðäåíèå å ñúùî âÿðíî, ò. å., àêî

a = e, òî C(e) = 1. Òîãàâà îò ðàâåíñòâîòî (13)
âåäíàãà ñëåäâà, ÷å åêñïîíåíöèàëíàòà �óíê-

öèÿ y = ex ñå çàïàçâà ïðè äè�åðåíöèðàíå:

(ex)′ = ex . (17)

Íåêà ñåãà â òúæäåñòâîòî

y = eln y ,

êîåòî e ñëåäñòâèå îò �àêòà, ÷å �óíêöèèòå y =
eu è u = ln y ñà âçàèìíî îáðàòíè, äà ïîëîæèì

y = ax. Òàêà ïîëó÷àâàìå

ax = eln ax .

Èìàéêè ïðåäâèä ðàâåíñòâîòî ln ax = x ln a,
ïðåäñòàâÿìå

ax = ex ln a = eqx , (18)

êúäåòî q = ln a å êîíñòàíòà. Ïîçîâàâàéêè

ñå íà ïðàâèëîòî çà äè�åðåíöèðàíå íà ñëîæíà

�óíêöèÿ è �îðìóëàòà (17), îò (18) íàìèðàìå

(ax)′ = eqx (qx)′ = eqx q = ax q .

Òàêà äîñòèãíàõìå äî ïî-îáùàòà �îðìóëà

(ax)′ = ax ln a , (19)
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ò. å., ïîêàçàõìå, ÷å C(a) = ln a â (13).

Çà äà íàìåðèì ïðîèçâîäíàòà íà ëîãàðèò-

ìè÷íàòà �óíêöèÿ, äà äè�åðåíöèðàìå äâåòå

ñòðàíè íà òúæäåñòâîòî

aloga x = x . (20)

Ïîçîâàâàéêè ñå íà ïðàâèëîòî çà äè�åðåíöè-

ðàíå íà ñëîæíà �óíêöèÿ è òîêó-ùî èçâåäåíà-

òà �îðìóëà (19), íàìèðàìå ïîñëåäîâàòåëíî

aloga x ln a (loga x)
′ = (x)′ ,

(loga x)
′ =

1

aloga x ln a

èëè, èìàéêè ïðåäâèä îòíîâî òúæäåñòâîòî

(20), äîñòèãàìå äî �îðìóëàòà

(loga x)
′ =

1

x ln a
. (21)

Â ÷àñòíîñò, ïðè a = e èìàìå

(ln x)′ =
1

x
. (22)

Íàêðàÿ äà íàìåðèì ïðîèçâîäíàòà íà ñòåïåí-

íàòà �óíêöèÿ y = xα
ïðè ïðîèçâîëíî α. Äà

çàïèøåì òúæäåñòâîòî xα = elnxα

âúâ âèäà

xα = eα lnx
ïðè x > 0 . (23)

Ïîçîâàâàéêè ñå íà ïðàâèëîòî çà äè�åðåíöè-

ðàíå íà ñëîæíà �óíêöèÿ è �îðìóëèòå (17) è

(22), îòòóê íàìèðàìå

(xα)′ = eα lnx (α ln x)′ = eα lnx α

x

è, èìàéêè ïðåäâèä òúæäåñòâîòî (23), ïîëó÷à-

âàìå

(xα)′ = xα α

x
,

ò. å.,

(xα)′ = α xα−1
ïðè x > 0 . (24)
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