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9. Ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê

ðåä. Òåîðåìà íà Òåéëúð

Íåêà �óíêöèÿòà f(x) å äè�åðåíöèðóåìà â

èíòåðâàëà (a, b) è äà ïðåäïîëîæèì, ÷å íåéíà-

òà ïðîèçâîäíà f ′(x) å �óíêöèÿ, èìàùà ïðîèç-
âîäíà â òî÷êàòà x ∈ (a, b). Òàçè ïðîèçâîäíà

íà f ′(x) ñå íàðè÷à âòîðà ïðîèçâîäíà íà �óí-

êöèÿòà f â òî÷êàòà x è ñå îçíà÷àâà ñúñ ñèì-

âîëà f ′′(x) (èëè f (2)(x)), ò. å. f ′′(x) = [f ′(x)]
′

.

Ïî-íàòàòúê, àêî ñå îêàæå, ÷å �óíêöèÿòà f(x)
èìà êðàéíà âòîðà ïðîèçâîäíà âúâ âñÿêà òî÷êà

x ∈ (a, b), òî ïðîèçâîäíàòà íà òàçè ïðîèçâîäíà
f ′′′(x) = [f ′′(x)]

′

, àêî òÿ ñúùåñòâóâà, ñå íàðè÷à

òðåòà ïðîèçâîäíà íà �óíêöèÿòà f â òî÷êàòà

x, è ò. í. . Âúîáùå, àêî f(x) èìà n − 1 -
âà ïðîèçâîäíà f (n−1)(x) â èíòåðâàëà (a, b), òî
ïðîèçâîäíàòà �è

f (n)(x) =
[

f (n−1)(x)
]′

, (9.1)

àêî òÿ ñúùåñòâóâà, ñå íàðè÷à n-òà ïðîèçâîä-

íà íà �óíêöèÿòà f â òî÷êàòà x. Òîãàâà �óíê-

öèÿòà f ñå íàðè÷à n ïúòè äè�åðåíöèðóåìà â

òî÷êàòà x. Ïðîèçâîäíèòå f ′(x), f ′′(x), f ′′′(x),
. . ., f (n)(x) ñå íàðè÷àò îùå ïðîèçâîäíè îò ïúð-
âè, âòîðè, òðåòè, ... , n-òè ðåä. Ïîíÿêîãà çà

òåçè ïðîèçâîäíè ñå èçïîëçâàò è ñúîòâåòíèòå

îçíà÷åíèÿ íà Ëàéáíèö

df

dx
,
d2f

dx2
,
d3f

dx3
, . . . ,

dnf

dxn
.

Êàêòî âå÷å ïîêàçàõìå, ïúðâàòà ïðîèçâîäíà

íà ïúòÿ s = f(t) îòíîñíî âðåìåòî t, êîÿòî ñå

îçíà÷àâà ñúùî ñ ḟ(t), äàâà ñêîðîñòòà íà äâè-

æåíèå v(t) â ìîìåíòà t: v(t) = ḟ(t). Âåëè÷è-

íàòà

a∗(t0, t) =
v(t)− v(t0)

t− t0
, (9.2)

èìàùà ñìèñúëà íà èçìåíåíèåòî íà ñêîðîñòòà

çà åäèíèöà âðåìå, ñå íàðè÷à ñðåäíî óñêîðå-

íèå íà äâèæåíèå â èíòåðâàëà îò âðåìå [t0, t].
Íåéíàòà ãðàíèöà

a(t0) = lim
t→t0

a∗(t0, t) = lim
t→t0

v(t)− v(t0)

t− t0
(9.3)

ñå íàðè÷à óñêîðåíèå íà äâèæåíèå â ìîìåíòà

t0. Íî ïîñëåäíàòà ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿâà ïðî-

èçâîäíàòà íà ñêîðîñòòà v(t) â ìîìåíòà t, ò. å.

a(t0) = v̇(t0) . (9.4)

Ñïîìíÿéêè ñè, ÷å v(t) = ḟ(t), îò (9.4) ñòèãà-
ìå äî çàêëþ÷åíèåòî, ÷å óñêîðåíèåòî íà äâè-

æåíèå â ìîìåíòà t0 ïðåäñòàâëÿâà âòîðàòà

ïðîèçâîäíà íà ïúòÿ îòíîñíî âðåìåòî:

a(t0) = f̈(t0) , (9.5)

êîåòî èçðàçÿâà ìåõàíè÷íèÿ ñìèñúë íà âòîðàòà

ïðîèçâîäíà. (Çà òàçè ïðîèçâîäíà òóê èçïîëç-

âàõìå îçíà÷åíèåòî f̈ , êîåòî îáèêíîâåíî ñå ñðå-

ùà â åñòåñòâåíèòå íàóêè, êîãàòî íåçàâèñèìàòà

ïðîìåíëèâà t èìà �èçè÷åñêèÿ ñìèñúë íà âðå-

ìå.) Ïðîèçâîäíèòå îò ïî-âèñîê ðåä îò âòîðè

âå÷å íÿìàò òîëêîâà èíòóèòèâíî ÿñåí ñìèñúë.

Òåîðåìà íà Òåéëúð. Íåêà �óíêöèÿòà

f(x) å n + 1 ïúòè äè�åðåíöèðóåìà â èíòåð-

âàëà (a, b), ñúäúðæàù òî÷êàòà x0. Òîãàâà çà

âñÿêà òî÷êà x îò èíòåðâàëà (a, b), ðàçëè÷íà
îò x0, ìîæå äà ñå íàìåðè òàêàâà òî÷êà ξ,

íàìèðàùà ñå ìåæäó x0 è x, ÷å äà å â ñèëà

�îðìóëàòà

?

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +Rn+1(x) , (9.6)

êúäåòî �óíêöèÿòà Rn+1(x) çàâèñè îò n + 1-òà ïðîèçâîäíà íà f â òî÷êàòà ξ è ñå íàðè÷à

1
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îñòàòú÷åí ÷ëåí. Íàé-÷åñòî Rn+1(x) ñå èçðàçÿâà â ñëåäíàòà �îðìà íà Ëàãðàíæ:

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1 . (9.7)

Ôîðìóëàòà (9.6) ñå íàðè÷à �îðìóëà íà Òåéëúð

?

. Âúâåæäàéêè ïîëèíîìà îò n-òà ñòåïåí

Pn(x; x0) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n , (9.8)

êîéòî ñå íàðè÷à ïîëèíîì íà Òåéëúð, �îð-

ìóëàòà (9.6) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

f(x) = Pn(x; x0) +Rn+1(x) . (9.9)

Ñëåäîâàòåëíî îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí Rn+1(x) äà-

âà ãðåøêàòà, êîÿòî ùå ïîëó÷èì, àêî çàìåíèì

�óíêöèÿòà f(x) ñ íåéíèÿ ïîëèíîì íà Òåéëúð,

ò. å., àêî èçïîëçâàìå ïðèáëèæåíîòî ðàâåíñòâî

f(x) ≈ Pn(x; x0) . (9.10)

Çà øèðîê êëàñ îò �óíêöèè f(x), ñðåùàùè ñå

÷åñòî â åñòåñòâîçíàíèåòî, òàçè ãðåøêà íàìà-

ëÿâà (ò. å., ïðèáëèæåíîòî ðàâåíñòâî (9.10)

ñòàâà âñå ïî-òî÷íî) ñ íàðàñòâàíåòî íà n.

Ïðè n = 0 �îðìóëàòà íà Òåéëúð èìà âèäà

f(x) = f(x0) +R1(x) , (9.11)

êúäåòî R1(x) = f ′(ξ) (x − x0). Ïîëàãàéêè

x = x0 +∆x, âåäíàãà âèæäàìå, ÷å �îðìóëàòà

(9.11) å åêâèâàëåíòåí çàïèñ íà �îðìóëàòà íà

Ëàãðàíæ (8.2).

Ïðè n = 1 èìàìå

P1(x; x0) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0)

Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å òîãàâà ïðèáëèæåíîòî

ðàâåíñòâî (9.10) å âñúùíîñò ïðèáëèæåíèåòî

∆f ≈ df .

Â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî x0 = 0, �îðìóëàòà
íà Òåéëúð ïðèåìà âèäà

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+

f (n)(0)

n!
xn +Rn+1(x) , (9.12)

êúäåòî

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 . (9.13)

Ôîðìóëàòà (9.12) ñå íàðè÷à ñúùî �îðìóëà íà

Ìàêëîðåí

?

.

Ïðèìåð. Äà èçâåäåì �îðìóëàòà íà Ìàêëîðåí çà

åêñïîíåíöèàëíàòà �óíêöèÿ f(x) = ex. Ïðè äè�å-

ðåíöèðàíå òàçè �óíêöèÿ ñå çàïàçâà: f (k)(x) = ex,

k = 0, 1, 2, . . ., çà âñÿêî x ∈ (−∞,+∞). (Ïðèåõìå îç-

íà÷åíèåòî f (0)(x) çà ñàìàòà �óíêöèÿ f(x).) Ñëåäîâà-

òåëíî f (k)(0) = 1 ïðè k = 0, 1, 2, . . .. Òîãàâà ðåäúò íà

Ìàêëîðåí (9.12) ïðèåìà âèäà:

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+

xn

n!
+Rn+1(x) ,

êúäåòî

Rn+1(x) =
eξ

(n+ 1)!
xn+1 ,

0 < ξ < x ïðè x > 0, èëè x < ξ < 0 ïðè x < 0.

Íà �èãóðà 9.1 ñà ïîêàçàíè ãðà�èêèòå íà �óíêöèÿòà

f(x) = ex è ïðèáëèæåíèÿòà (àïðîêñèìàöèèòå) �è ñ ïî-

ëèíîìèòå �è íà Òåéëúð P1(x) = 1+x, P2(x) = 1+x+
x2

2

2
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x

y

0

y = ex

y = P1(x)

y = P2(x)

y = P3(x) −1 1 2

1

2

3

4

5

Ôèã. 9.1

è P3(x) = 1 + x +
x2

2
+

x3

6
. Âèæäà ñå, ÷å ãðà�èêàòà

íà êóáè÷íàòà àïðîêñèìàöèÿ P3(x) íàé-äîáðå �ïðèëåï-
âà� êúì ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà f(x) = ex, êîãàòî

x ñå íàìèðà â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà

x0 = 0.

1

Ñèìâîëúò n! ñå ÷åòå �n-�àêòîòèåë� è îçíà÷àâà ïðîèç-

âåäåíèåòî íà âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà îò 1 äî n: n! =
1.2 . . . n. Íàïðèìåð, 1! = 1, 2! = 1.2 = 2, 3! = 1.2.3 = 6.

2

Áðóê Òåéëúð (1685-1731) å àíãëèéñêè ìàòåìàòèê è �è-

ëîñî�.

3

Êîëèí Ìàêëîðåí (1698-1746) å øîòëàíäñêè ìàòåìàòèê.
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